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Uvod

Ciel'om tychto skript je poskytnut’ Studijny material Studentom predmetu Kvantitativne
metody v ekonomii I (KMVE |, ktory sa v stcasnosti ponuka ako predmet pre Studentov
programu Honoris na inzinierskom stupni Studia, Podnikovohospodarskej fakulty so sidlom v
Kosiciach, Ekonomickej univerzity v Bratislave), ako aj nasim bakalarom a diplomantom,
ktori sa rozhodli vo svojej praci aplikovat’ niektoré zakladné kvantitativne metddy pouzivané
v ekonomii. Pri tvorbe obsahovej naplne predmetu KMvVE I, ako aj tejto publikacie, bolo
cielom prezentovat’ Studentom jednoduché metddy spracovania a vizualizacie dat, a taktiez
ich zéroven pripravit’ na pracu v programe R.

Pri tvorbe materidlov sme vychadzali z potreby poskytnut Studentom aplikaény
pohl'ad na problematiku spracovania udajov, priCom sme sa snazili formalnu matematicka
Statistiku obmedzit’ na nevyhnutné minimum. Tato snaha na mnohych miestach nevyhnutne
vedie k urcitym matematickym nepresnostiam, ktoré snad’ budd vyvadzené intuitivnejSim
pohl'adom do problematiky kvantitativneho spracovania udajov. Ak citatel h'ada formalne;jsi
pristup k spracovaniu udajov, musi siahnut’ po inych publikéciach.

Tuto publikaciu je potrebné chépat’ ako dokument, ktory je urceny potrebam pomerne
tizkej skupine $tudentov. Vyklad je na hodinich dopifiany a komentovany. Preto by tieto
skriptd nemali vzbudzovat" dojem ucelenej ucebnice. Ide len o skriptd — pomocny Studijny
materidl — a aj ked’ sthrne predstavuju originalny text, v mnohych pripadoch sme sa nechali
inspirovat’ inymi publikaciami (uvedené v literature) a myslienkami, ktoré nam eSte ako
Studentom boli vStepované naSimi mentormi.

Skripta sa skladaju zo Styroch hlavnych cCasti a prikladov. V prvej vymedzime niektoré
zékladné pojmy tak, ako ich budeme pouzivat’ v publikacii. Druh4 je Standardnym tvodom do
opisu dat.

V tretej Casti sa zac¢iname venovat’ programu R. Zaujimaji nés spdsoby importovania
dat, zadavania prikazov, manipulacie S réznymi objektmi, logické operatory, pouZzivanie
zékladnych metdd opisu dat a vyznamny priestor venujeme vizualizacii dat. Jednotlivé kody z
programu R sa snazime pisat’ ¢o najjednoduchsie, priam naivne, ked’ze narocnejsie ulohy nas
Cakaju az v d’alSich publikaciach, ktoré na tieto skripta nadvézuja a zru¢nosti chceme budovat’
radsej pomaly. Z hl'adiska pouzivania programu R je ciel'om tejto publikacie, aby bol student

po absolvovani tejto publikacie v programe R v prvom rade zorientovany.



V Stvrtej Casti poskytujeme struény ivod do tedrie pravdepodobnosti. Doraz kladieme
najmd na rozne druhy rozdeleni, s ktorymi sa pri kvantitativnom spracovani udajov
najCastejsie stretavame.

V poslednej Casti su zadania a rieSenia k vybranym prikladom. Tieto priklady sme sa
snazili koncipovat’ pomerne vSeobecne. Nebolo ciel'om zostavit’ ¢o najvacsi pocet prikladov s
jednozna¢nym zadanim a kratkym rieSenim. Ciel'om bolo vytvorit’ priklady z udajov, ktoré
maju svoj pribeh tak, aby sa Student mohol v budicnosti v podobnych situicidch lahSie
zorientovat. Aby pochopil, ako zobrazit' idaje, a ktoré opisné charakteristiky mu pomoézu
pochopit’ problém, ktory prave riesi. Tento charakter prikladov sme sa snazili dodrzat’ aj v

celom texte, ked’ze aplikacia kvantitativnych metdd je hlavnym motivom tychto skript.



1 Zakladné pojmy

Vseobecne sa na Statistiku mozeme pozerat ako na vedny odbor, ktory poskytuje
nastroje na vyber, zber, organizovanie, triedenie, prezentaciu, ale najmé analyzu udajov. Pre
potreby ekondémov sluzi Statistika na ziskavanie informacii s cielom lepSie pochopit
ekonomickym situaciam, S ktorymi sa stretdvaji. Mozeme rozliSovat’ medzi datami (idajmi)
a informaciami. Pod datami budeme rozumiet’ kazdi spravu, bez ohl'adu na to, ¢i mé pre
prijimatel’a spravy vyznam alebo nie. Na rozdiel od iidajov maji informécie pre pozorovatela

urcity vyznam, alebo mozno presnejsie, hodnotu.

Priklad 1.1

Ak 10 zakaznikov vyjadrilo mieru svojej spokojnosti s novym produktom nasledovnymi
slovnymi vyrazmi:

spokojny, velmi spokojny, nespokojny, nespokojny, spokojny, velmi spokojny, velmi
spokojny, spokojny, velmi nespokojny, spokojny,

potom tie predstavuju pre nas data, z ktorych vhodnou upravou (vizualizicia
prostrednictvom vhodného obrazku: histogram, kolacovy graf, stipcovy graf, bodovy graf,
x-y graf) alebo transformaciou (priradenim ¢iselnej hodnoty k slovam: vel'mi nespokojny —
1, nespokojny — 2, spokojny — 3, vel'mi spokojny — 4) a naslednymi vypoctami (priemer,
median, variabilita) ziskame informacie, ktoré rozSiruji nase poznanie o danej

problematike, a tak mé6zu prispiet’ k prijimaniu lepsich rozhodnuti.

Predmetom Statistiky budeme nazyvat’ Statistické jednotky, ktoré su nosite'mi javov,
ktorych skumanie je spravidla zamerom $tatistickej analyzy. Pri sledovani vyvoja HDP na
Slovensku v ur¢itom obdobi budeme pod Statistickou jednotkou chapat’ Slovensko. V§imnime
si, ze na§ problém sme vV predoSlom priklade vymedzili ztroch hl'adisk: veeného,
priestorového a ¢asového hPadiska. V nasom pripade vecnému vymedzeniu zodpoveda
HDP (teda to, ¢o meriame), priestorovému Slovensko (kde) a casovému sledované obdobie
(kedy).

Statistickym jednotkam moZeme priradit’ rozne §tatistické znaky, ktoré reprezentuju
ich vlastnost’. Zoberme si napriklad podnik v uréitom ¢ase a odvetvi pdsobiaci na Slovensku.
Jeho Statistickym znakom moze byt: vybrany finanény ukazovatel, pocet zamestnancov,
trhovd pozicia, konkurenti, produkty a produktové portfolio, Grovenn ponukanych sluzieb
apodobne. Ak nas zaujima spravanie sa spotrebitelov (Statistickd jednotka), pod ich

Statistickymi znakmi moézeme rozumiet: velkost' nakupu, ¢as ndkupu, obsah nakupu,



pohlavie, vek, miesto nakupu, rodinny stav, prijmova skupina ainé. V tejto publikécii sa
nebudeme detailnejsie venovat’ postupom zbierania a Gpravy dat. Pre tieto ucely odporucame
publikacie zaoberajtce sa induktivnou Statistikou.

Data ziskané zo Statistického pozorovania tak, ako boli namerané, budeme nazyvat’
prvotné. Hodnoty jednotlivych Statistickych znakov budeme suhrne nazyvat Statistickymi
subormi danych Statistickych znakov. Pocet hodnot v Statistickom stiibore predstavuje rozsah
Statistického suboru. Pri merani HDP za obdobie 15 po sebe nasledujucich rokov, je rozsah
Statistického suboru absolutnej vysky HDP n = 15. Malym pismenom n budeme oznacovat’
rozsah Statistického suboru (niekedy sa zvykne pouzivat’ aj N a pri ¢asovych radoch aj T). Ak
by sme merali percentudlne zmeny za sebou nasledujucich pozorovani za dané obdobie,
potom je rozsah suboru n = 14. Hodnoty Statistického znaku budeme vSeobecne oznacovat
ako X a individualne hodnoty Statistického znaku ako X;, kde index i reprezentuje konkrétne
hodnoty, pricom i = 1, 2, ..., n (kedZe v Statistickom subore je n hodndt). Pri velkom
mnozstve udajov je neraz vhodnd uprava zotriedenie prvotnych tidajov do tzv. variaéného
radu. Vtedy namerané hodnoty X; zotriedime podl'a nami definované¢ho pravidla, napriklad
od najmensej hodnoty po najvicsiu hodnotu. Takto usporiadané hodnoty oznaCujeme ako Xg.
Index i je v zatvorke, ¢o znamena, Ze ide o usporiadanie hodnét $tatistického suboru. Pokial
nebude povedané inak, ide o vzostupné usporiadanie. V naSom priklade vzostupného
usporiadania tak plati X(1) < Xp) < ... < X(n).

ZjednoduSene mozeme tvrdit’, Ze ak sa hodnoty Statistického znaku menia, potom ide
0 premennu. Aj ked’ to nie je Uplne presné, pojem Statisticky znak budeme v d’alSom texte
asto volne zamiehat spojmom premenna. Specifickym pripadom premennej je tzv.
indikatorova premenna, ktora nadobuda iba dva stavy: 0 ak k danému javu nedochadza a 1 ak
ano. Tradicnym prikladom je modelovanie nakupu. Navstevnik webovej stranky moze
uskuto¢nit’ ndkup tovaru (€o si ozna¢ime Cislom 1) alebo nemusi (€o si pre zmenu oznacime
ako 0). Dalim prikladom je pohlavie zdkaznika (0 — muZ a 1 — Zena). Nasou snahou moze
byt potom zistenie, ktoré iné premenné stvisia s kipou tovaru. Ak zistime, o ktoré premenné
ide, potom nase d’alSie kroky mozu viest k snahe tieto premenné ovplyviovat — riadit’.
Premenna pritom moze byt kvantitativneho alebo kvalitativneho charakteru.
O kvantitativnych premennych budeme hovorit’ vtedy, ak Statisticky znak nadobuda ciselné
hodnoty. V takom pripade sa zvykne Statisticky znak d’alej ¢lenit’ na spojitd, resp. diskrétnu
premennu. O spojitej premennej hovorime, ak hodnoty $tatistického znaku mézu nadobudat’
I'ubovol'nt hodnotu medzi dvoma redlnymi ¢islami, potom na danom intervale je premenna

spojitd. O diskrétnej premennej budeme hovorit, ak medzi dvoma realnymi ¢islami



premenna nemoze nadobudat’ l'ubovolni hodnotu. V takom pripade je na danom intervale
premennd diskrétna. Ide o pomerne volné definicie. PresnejSie o diskrétnej premennej
budeme hovorit, ak dokdZzeme hodnoty, ktoré nadobuda, ocislovat’ prirodzenymi c¢islami
(napr. 1, 2, 3, ...). Formalne by sme mohli povedat, Ze premenna je diskrétna, ak je jej obor
hodnét kone¢ny, alebo ma rovnakii mohutnost’ ako mnozina prirodzenych ¢isel N (je ich
“rovnako vel'a”). Mozeme si v§imnut, Ze prirodzenymi ¢islami nie je mozné ocislovat’ vSetky
Cisla z 'ubovol'ného neprazdneho intervalu — realnych cisel je viac ako ¢isel prirodzenych.
Takéto rozdelenie premennych na spojité a diskrétne je preto jednozna¢né. MoZu existovat’ aj
také situdcie, kde na urCitom intervale je premenna spojitd ana inom diskrétna. Tymto
pripadom sa nebudeme venovat'.

Ak premennd ma kvalitativny charakter, potom hodnoty Statistického znaku
nadobudaju spravidla slovné (grafické) premenné, ktoré nie je mozné rozumne transformovat’
na Ciselné charakteristiky (v rdmci $kal merania tomu mézu zodpovedat’ hodnoty nominélnej
Skaly merania, pozri Kapitolu 1.1) anema snimi vyznam pouzivat ani elementarne
matematické operatory ,,+, ,,—. Napriklad vysku respondenta vieme uviest’ ako realne ¢islo.
Podobne by sme si vS§ak mohli dohodnut’ aj kodovanie pre farbu oci: ¢islo 1 by zodpovedalo
modrej, 2 zelenej, 3 hnedej a podobne. Ak premenna ma kvalitativny charakter, potom na
hodnotach Statistického znaku nemd zmysel vykondvat aritmetické operacie, aj ked’ su
koédované ako cisla. V pripade kvalitativneho znaku — farby o¢i — nema zmysel vykonavat
operaciu (1 + 2) / 2 = 1.5. Touto operaciou sa snazime vypocitat’ ,,priemerna farbu o¢i®, a aj
ked’ aritmeticky je moZzné uvedeny vypocet realizovat’ (vysledok je 1.5), tento vysledok je
neinterpretovatelny a nedava zmysel.

Velmi dolezitym aV skutoCnosti netrividlnym konceptom je rozdel'ovanie
premennych na nahodné alebo deterministické. Zatial si vysta¢ime s menej presnou
definiciou ndhodnej premennej. Pokial’ nie sme schopni dopredu povedat’ akii hodnotu bude
premenna nadobudat’, budeme hovorit' o ndhodnych premennych. V opa¢nom pripade, teda ak
nie je ziadna neistota ohl'adom nadobudanej hodnoty (zvdcsa ak je zmena premennej ,,pod
kontrolou*) hovorime o deterministickych premennych. Hadzanie kocky je situacia, kde pred
hodom nevieme sistotou urcit, akd hodnota padne. Preto Cislo — vysledok hodu kockou,
0 ktorom uvazujeme skor, ako kocku hodime, budeme nazyvat nahodnou premennou.
PresnejsSiu definiciu, ktord bude rozliSovat’ medzi vysledkom ndhodného pokusu a ndhodnou
premennou, si stanovime pri definovani pravdepodobnosti. Socioekonomické javy maja
velmi cCasto ndhodny charakter. Spokojnost’ zamestnancov, zékaznikov, spolahlivost

produktov a pontikanych sluzieb, uspech reklamnej kampane, to vSetko ma spravidla nahodny



charakter. Do urcitej miery mozeme ovplyviiovat ,,charakteristiky* nahodnosti, ale presnti
mieru Uspechu reklamnej kampane nepozndme.

Citatel sa uz moZno stretol s pojmami ako vzorka a populacia. Pod populaciou
budeme rozumiet’ mnozinu vSetkych Statistickych jednotiek, ktorych vlastnosti nds zaujimaju.
Neraz vSak pre nés jednoducho nie je mozné ziskat hodnoty od vSetkych Statistickych
jednotiek. Ak vSak aj napriek tomu chceme skimat vlastnosti vSetkych Statistickych
jednotiek, za urcitych podmienok mézeme v nasej analyze vychadzat’ z tidajov o Casti tejto
populacie. Tejto Casti Statistickych jednotieck budeme hovorit’® vzorka pochadzajuca
z populacie vSetkych Statistickych jednotiek. Spésobom, ako tito vzorku vybrat, sa v tejto
publikacii nebudeme bliz§ie venovat aje skor predmetom publikdcii venujucich sa
induktivne;j Statistike.

Neraz je nasou snahou na zdklade vzorky povedat’ nieco o vSetkych Statistickych
jednotkach. Populaciu nie je vsak vzdy l'ahké definovat. Ako by sme definovali populéciu pri
pozorovani hodn6ét HDP na Slovensku za sledované obdobie?

Pri analyze je samozrejme vhodné, aby pri vSetkych Statistickych analyzach boli ¢o

najpresnejSie definované tak populacia, ako aj vzorka.

Priklad 1.2

Univerzita zakupila elektronickll kniZnicu pre potreby svojich zamestnancov a Studentov.
Po mensej propagaénej akcii sa vedenie univerzity zaujima, ¢i Studenti vedia, Ze Skola
disponuje takou databazou a ¢i im su zname situacie, pri ktorych im mézu zdroje z tejto
databazy pomoct’ pri ich studiu. Populaciou vsak nie su iba Studenti, ale najma akademicki
zamestnanci $koly, ktori pristup k elektronickym knizniciam potrebuju pre svoj vedecky
vyskum. Ked’Ze organizacne je vel'mi naro¢né opytat’ sa kazdého Studenta a zamestnanca,
zamestnanec zodpovedny za implementaciu elektronickej kniZznice sa rozhodne urcitym
sposobom vybrat cast Studentov azamestnancov aodpovede ziskané od nich
zovSeobecnit. Tato skupina Studentov a zamestnancov, ktori budu osloveni, predstavuji

vzorku.

1.1 Skaly merania

Kliacovym vstupom do procesu Statistického spracovania su data. Data moézu byt
pritom vo forme ¢iselnych vstupov, slov alebo vizualnych vstupov: grafy, ikony, obrazky,
a podobne. Spravidla sa zaujimame o uréiti premennu. Povedzme vysku osoby. Tuto

premenni mézeme na urcitom intervale povazovat’ za spojitu v zmysle, zZe teoreticky mozu



existovat’ I'udia s 'ubovol'nou vyskou od urcitej minimalnej az po ur¢iti maximalnu hodnotu.
Na meranie vysky si pouZzijeme meter, na ktorom je najmensia jednotka dizky milimeter.
Pomocou tohto néstroja tak moézeme dostat’ iba urcity konecny a spocitatelny pocet réznych
vysok. Ak by sme pouzili presnejsi laserovy mera¢ vysky, mohli by sme dostat’ va¢si pocet
roznych vysok (napr. miniméalna dizka je v mikrometroch). Pri merani rovnakej premennej
pouzivame rozne $kaly merania. Podl'a toho, aka $kalu merania sme pouzili (resp. mali
k dispozicii), m6zeme zvolit vhodnii metddu na spracovanie udajov v Statistickej analyze.
Data tak moZeme Clenit na rozne Skaly merania v zavislosti od toho, ktoré zakladné
matematické operacie (+, —, x, /) snimi ma vyznam vykonavat. Klasické Clenenic $kal
merania pochadza zo 40-tych rokov od Stevensa (1946), ktory rozliSuje medzi tzv.:
nominalnou, poradovou (ordinalnou), intervalovou a podielovou $kalou merania.

Nominalna $kala — Statistické znaky $tatistickych jednotiek sa vytvaraji vo forme a)
Cislovania, ktorého ucelom je identifikdcia prislusnej Statistickej jednotky, alebo b)

pomenovania $pecifickych skupin $tatistickych jednotiek.

Priklad 1.3

Oznacenie automobilového motora vyrobnym ¢islom moéze sluzit na neskorSiu
identifikaciu kradnutych motorovych vozidiel. Statistickou jednotkou je v takom pripade
motor a jeho vybranym Statistickym znakom je jeho oznacenie (vyrobné ¢islo). Mozeme
spocitat’ pocet tychto oznaceni, pripadne pocet rovnakych oznaceni (ktoré by sa ale nemali
vyskytovat), nema vSak vyznam robit medzi tymito oznaceniami rozdiel, scitanie,
nasobenie alebo delenie.

Dalsimi prikladmi nominalnej §kaly, kde namiesto &islovania pouZijeme slovné premenné,
st: oblibena farba respondenta, typ strednej $koly respondenta, pohlavie respondenta
a podobne. Z praktického hladiska rozdiel medzi c¢islovanim a slovaym oznacenim
premennej v tomto pripade nevidime. Druh Skoly mézem oznacit’ ¢islom: 1, 2, 3,... alebo
slovnym spojenim stredna priemyselna $kola elektrotechnicka, stredna priemyselna Skola
strojnicka, obchodna akadémia, gymndzium, .... . V oboch pripadoch vSak nema vyznam
robit’ iné matematické operacie, ako je s¢itanie celkovej pocetnosti jednotlivych kategorii.

Napr. kol’ko Studentov navstevovalo strednt priemyselnu skolu strojnicku.

Poradova (ordinalna) Skala — Statistické znaky Statistickych jednotiek sa udavaju vo
forme poradi. Na udajoch z tychto §kal merania je mozné uskuto¢nit’ matematické operacie,
ktoré zachovaju poradie a vyznam poradovej $kaly to nezmeni (napriklad vsetky poradia

prendsobime ¢islom 2). Vieme tak urc€it, ktoré hodnoty na skale su vécsie (viac preferované),
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ktoré menSie (menej preferované). Nevieme vSak povedat’ o kolko, vieme len povedat
0 kol’ko poradi. V prieskumoch trhu alebo v psychologickych testoch sa poradova skala

vyskytuje pomerne casto.

Priklad 1.4

Poradie, v ktorom atléti dobehnti do ciel’a je premenna, ktorej Skala merania je poradova.
Na zéklade poradia nevieme povedat, nakolko bol prvy v cieli rychlejsi ako druhy,
treti, ... . Teda okrem rovnosti vieme rozhodnit’ o tom, ¢o je viac (lepSie) a ¢o menej
(horsie). Sc¢itanie a od¢itanie nemusi mat’ vzdy vyznam. Z toho vyplyva, ze ani pocitanie

niektorych castych Statistik nemusi byt’ vhodné (priemer, rozptyl,...).

Castym pripadom v dotaznikoch je pouzivanie tzv. Likertovej $kaly. Respondent ma
moznost’ oznacit' odpovede v otazke a tymto odpovediam su priradené ¢isla. Napriklad na
Skéle od 1 — 5 oznacte nakolko sa vam paci biela farba, kde 1 — vobec sa mi nepaci, 2 —
nepaci sa mi, 3 — aj sa mi paci aj sa mi nepaci, 4 — paci sa mi, 5 — vel'mi sa mi paci. Nie je
jednoznacné, ¢i stakto ziskanymi udajmi narabat ako s poradovou alebo intervalovou
(podielovou) premennou. V tomto pripade sme sa snazili zvolit’ také slovné charakteristiky,
aby respondent videl v odpovediach urcita symetriu. Dovod je ten, Ze respondentom vnimané
rozdiely medzi odpoved’ami by sme chceli chdpat’ ako ekvidistantné. Ak je Skala postavena
tak, ze plati (alebo je rozumné predpokladat’) ekvidistantnost’, potom sa pri spracovani takto
ziskanych dat Casto pouzivaju metédy navrhnuté pre data ziskané z intervalovych alebo
podielovych skal. Vo vicsine pripadov je bezpe¢nejsie povazovat’ odpovede respondentov za
poradovu premennt. V tejto problematike doteraz neexistuje jednozna¢ny nazor.

Intervalova Skala — Statistické znaky Statistickych jednotiek sa vytvaraja vo forme
¢isel, pomocou ktorych vieme nie len rozhodnut o preferencii medzi Statistickymi
jednotkami, ale zaroven je rozdiel medzi dvoma rdznymi hodnotami pochadzajucich
Z intervalovej Skaly zmysluplny. Pri intervalovej Skale mé rozdiel medzi dvoma hodnotami
rovnaky vyznam, bez ohl'adu na velkost’ hodndt na Skéle. Rozdiel medzi 10°C a 8°C su 2°C,
rovnako ako rozdiel medzi 100°C a 98°C. Ak by sme teplotu merali na poradovej Skale, kde
jednotke by zodpovedala najmensia teplota a 100 najvédcésia, potom rozdiel medzi 10 a 8 by

nemusel znamenat’ rovnaky posun ako medzi 100 a 98.*

! K rozdielom hodnét meranych na intervalovej $kéle moZeme pristupovat’ ako k hodnotam podielove;j skaly.
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Priklad 1.5

Tradi¢nym prikladom je meranie teploty v stupnioch Celzia. Rozdiel medzi 24.0°C a 8.0°C
je 16.0°C. Ma vyznam tvrdit’, ze rozdiel medzi 8.0°C a 16.0°C (t.j. rozdiel 8°C) je dva krat
vacsi ako medzi 24.0°C a 8.0°C (t.j. rozdiel 16°C). Nema vsak vyznam tvrdit’, ze 24.0°C je
tri krat véacsia teplota ako 8.0°C, ked’ze 0.0°C na skale tepla pocitajucej so stupnami
Celzia, neznamena absolutnu nulu — teda nulova (ziadnu) teplotu. Ale teplotu, pri ktorej
dochadza k zmene skupenstva vody (aj to iba pri uréitom atmosférickom tlaku). Inym
prikladom by bolo, keby sme pocitali na Fahrenheitovej Skale merania tepla. Intervalova
Skala teda nemé definovani absolitnu nulu. Preto nema vyznam hovorit o ndsobkoch.
Dal§im prikladom je meranie ¢asu pomocou kalendarov. LCudia si zvolili 0-ty rok podla

urcitej udalosti. To neznamena, ze v roku 0 nebol cas.

Podielova Skala — Statistické znaky Statistickych jednotiek sa vytvaraju vo forme cisel,
pomocou ktorych vieme determinovat: rovnost, preferencie, rovnost intervalov
(porovnavanie rozdielov pri intervalovej Skale) ako aj rovnost podielov. Absolttna nula je
implicitne vzdy zahrnuta. V Statistickej analyze sa preferuje pouzivanie podielovych skal
z praktickych dovodov:

e Ako sme uz vysSie naznacili, niektoré matematické operacie nie je mozné pouzit’,
ak je nami ziskany tidaj sledovany na nominalnej $kéle. Statistické metody, ktoré
vyuZivaju udaje na podielovej Skéle su najrozSirenejSie. Existuju tak pestrejSie
moznosti v Statistickej analyze.

o Vsetky statistické znaky s podielovou S$kalou je Vpripade potreby mozné
redukovat’ na intervalovli, poradovii alebo nomindlnu skalu (aj ked’ pritom
dochadza k strate informaécie).

Clenenie $kal podl'a Stevensa (1946) na nominalnu, poradovi, intervalovu a podielova

Skalu je dosledkom pedagogickej snahy pribliZzit' Statistické metody SirSej odbornej (aj
vedeckej) verejnosti, najmid vyskumnikom Zz oblasti spoloCenskych vied. Na =zaklade
vybranych S§kal merania Statistickych znakov a ciela je ¢asto mozné odporucit vhodnu

Statisticka metodu (Stevens, 1951).

Priklad 1.6
Predstavme si, ze manazéra predaja zaujima, ¢i predajcovia — Zeny, maju systematicky

lepsie vysledky predajnosti v priebehu roka ako muzi. Statistickou jednotkou su

predajcovia. Statistickym znakom je pohlavie predajcov a obrat ich predaja. Tento predaj
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pritom meriame v EUR. Na akom type $kaly meriame predaj v EUR? Ide o podielovi
Skalu merania, a ked'ze naSim cielom je zistit, ¢i rozdiel medzi dvoma predajmi je
systematicky, za ur€itych predpokladov mézeme pouzit’ tzv. t-test zhody dvoch strednych
hodnét. Ak by nas zaujimalo, Ci CastejSie je v dany den UspeSnejSia Zena, potom je
Statistickym znakom tspech / netispech za dany den a iSlo by o binarnu (indikatorova alebo
alternativne nominalnu) premenntl. V tom pripade by nas zaujimalo, ¢i je vacsi podiel
uspesnejsSich dni u zien ako U muzov, na ¢o by sme mohli za ur¢itych podmienok pouzit’

test 0 zhode dvoch podielov.

Clenenie $kal podl'a Stevensa (1946, 1951) prevzalo mnoho autorov, ktori nasledne
pouzitie jednotlivych $tatistickych metod odporacali pre jednotlivé druhy skal. Nesporne vie
byt uvedené ¢lenenie prinosom. Na druhej strane, ¢lenenie $kal podl'a Stevensa (1946, 1951)
zahiia zopar uskali, vd’aka ktorym, ak by sme slepo nasledovali odpori¢ané metddy, by sme
mohli pouzit’ nespravne metdédy a nasledne prijat’ nepresné alebo dokonca chybné zavery.
Kritiku tejto klasifikacie $kal merania si zosumarizujeme do dvoch bodov:

e Neraz nie je mozné jednoznaéne urcit’ skalu merania, ktord méze zavisiet' aj od

ciel’a Statistickej analyzy.

Priklad 1.7

Nasledujuci priklad je dobre znamou ukazkou nejednoznacnej interpretacie pouZzivania
Skal. Profesor na univerzite zodpovedny za pridel'ovanie futbalovych ¢isiel bol obvineny
Z toho, Ze novacikom dava nezvycajne nizke ¢isla.

Profesor protestoval, Ze tieto ¢isla majii vyznam na nominalnej $kale merania. Statistik
zasa predpokladal, Ze ¢isla nevyjadruju nominalnu $kalu, ¢o mu umoznovalo vypocitat’
priemer a vykonat’ vSetky potrebné operacie na to, aby mohol overit’ tiecto obvinenia. Ked’
profesor protestuje, Ze ide o futbalové Cisla v zmysle nominalnej premennej, Statistik mu
odpoveda: ,,cisla nevedia odkial’ pochadzaju‘. V zavislosti od vol'by Skaly by sme mohli

stihlasit’ s profesorom ako aj so Statistikom.

e Uvedené Clenenie skal neraz vedie k snahe vyskumnikov pouzivat’ poradové skaly
merania a tymto sa vyhnut' tzv. parametrickym testom, ktoré¢ su povazované za
vhodnejsie, avSak ndro¢nejsie na podmienky ich pouZivania.

Vzhladom na tato kritiku nebudeme pri jednotlivych Statistickych metédach davat’

Specifické odporucania v stvislosti so Skdlami merania.
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2 Opisdat

Pri Statistickom spracovani, ekondm, pracuje so siborom dat, ktoré ziskal ako vystup
z merania. Podobne ako vyrobca nabytku svoj vystup (ndbytok — napr. skrifiu) moze
charakterizovat’ prostrednictvom jeho ucelu, rozmerov, pouzitych materialov, ekonom
charakterizuje stibor dat, resp. ich opisuje pomocou ur¢itych ukazovatel'ov, ktorych snahou je
v pomerne jednoduchej podobe (jedno ¢islo, jeden graf) poskytnat’ ¢o najviac relevantnych
informacii o Statistickom subore. Ked'Ze metody obsiahnuté v tejto ¢asti maju plnit’ prave
tato ulohu, nazyvame ich opisnymi metdédami a zahriiujeme ich pod opisnu Statistiku
(oznaGovanu tiez ako deskriptivna §tatistika). Ucelom opisnej Statistiky je charakterizovat
empiricky namerané data. Pre zjednodusenie a znazornenie dané¢ho konceptu si predstavime

jednoduchy priklad.

Priklad 2.1

V obdobi bliziacich sa parlamentnych volieb sa stretdvame so stale Castej$imi spravami
0 preferenciach jednotlivych politickych stran. Tieto preferencie sa ziskavaju dopytovanim
vzorky respondentov. V nasich podmienkach ide zvycajne o telefonicky prieskum na
vzorke priblizne 1000 respondentov. Ak spracujeme vysledky scitanim a naslednym
percentudlnym vyjadrenim preferencie respondentov voci politickym stranam, potom tieto
vysledky je mozné povazovat’ za jednoznacné len v pripade prave tych 1000 respondentov,
ktorych sme dopytovali. Aj tie platia len k danému casu, ku ktorému sa prieskum
uskuto¢nil, ked’Ze nevieme vylucit, ze si to respondenti rozmyslia. Z tohto dovodu sa pri
prezentovani vysledkov z tychto prieskumov zvykne pisat’: ,,dko by dopadli volby, ak by
sa konali v minulom tyzdni*“. Samozrejme, taktiez nevieme vylucit, Ze nam nehovoria
pravdu. Ci by dopadli v danom momente volby presne podl'a vysledkov nameranych u
1000 respondentov s istotou povedat’ nevieme. Na zaklade tychto udajov, pomocou opisnej
Statistiky nevieme ziskat’ znalosti o celkovych politickych preferenciach v populacii (vSetei
opravneni voli¢i). Ak teda chceme vediet’ rozlozenie sil politickych stran u vSetkych
relevantnych volicov — populécii (a to je cielom tychto prieskumov), potom sa na vysledky
z opisnej Statistiky nemozeme spoliehat’. V takom pripade pouzivame metody induktivnej
Statistiky, kde by sme na zaklade vzorky 1000 respondentov mohli S urcitou presnost’ou
povedat, aké je rozlozenie politickych stran u vSetkych voliCov na Slovensku v Case
ziskavania udajov, a to vychadzajic len z nami dostupnych, obmedzenych dat. Aby sme

uverili tomu, Ze vysledky z prieskumu nie je mozné povazovat’ s istotou za smerodajné,
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staci, ak si porovndme vysledky réznych agentur, ktoré sa takymto prieskumom venuji —

vysledky su takmer vzdy odlisné.

V d’alSej casti textu sa budeme venovat’ metodam opisnej Statistiky, ktoré v zavislosti
od opisovaného problému rozdel'ujeme na miery: polohy, variability a tvaru. V tejto ¢asti sa
nebudeme venovat’ tzv. mieram asociacii alebo zavislosti, ktoré sa pri opisnej Statistike taktiez

pouzivaju.

2.1 Miery polohy

K zakladnym mieram polohy mézeme zaradit: priemer, median a modus. Kvantily
budeme povazovat za osobitni kategériu. Vo vSeobecnosti je ucelom mier polohy
charakterizovat, okolo akej hodnoty sa sustred’uji hodnoty Statistického stiboru. Poskytuji
nam informaciu, ktora by sme mohli volne charakterizovat’ ako informaciu o strede alebo
tazisku, kde sa idaje nachadzaju. Pouzitie konkrétnej miery polohy pritom zavisi prevazne od
situacie a ciel'a Statistickej analyzy. Hned’ v tvode Kapitoly 5 uvazujeme o sérii prikladov,
ktoré na prvy pohlad vyZzaduji rovnaky postup rieSenia. V skutocnosti je v prvom priklade
(Priklad 5.1) vhodné pouzit tzv. aritmeticky priemer, v druhom priklade (Priklad 5.2)
harmonicky, v tretom priklade (Priklad 5.3) geometricky a Vv poslednom Stvrtom priklade

(Priklad 5.4) chronologicky priemer. RieSenia su uvedené v spominanej Kapitole 5.

2.1.1 Aritmeticky priemer

Ide 0 najpouzivanej$iu mieru polohy, ktorej aj v dalSom texte budeme hovorit
jednoducho priemer. Obrazne si aritmeticky priemer mdézeme predstavit’ ako tazisko (pozri

Obrazok 2.1). Jednoduchy tvar na vypocet aritmetického priemeru je:

1<
X ==X, (2.1)

L
Kde velké grécke pismeno sigma X je vSeobecne pouzivané na vyjadrenie scitania
jednotlivych hodndt premennych, X je mnozina hodndt, zktorych chceme vypocitat
aritmeticky priemer, n je pocet hodnét Vv tejto mnozine a index i vyjadruje jednotlivé hodnoty

Z tejto mnoziny, resp. pozorovania.
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Obrazok 2.1: Aritmeticky priemer

Zdroj: vilastné spracovanie

2.1.2 Geometricky priemer

Na rozdiel od aritmetického priemeru, kde sa n hodndt scita a nasledne vydeli ich
poftom n, pri geometrickom priemere hodnoty vzajomne nasobime a potom n-tou
odmocninou ziskame hodnotu geometrického priemeru. Formalne je vypocet jednoduchého

geometrického priemeru nasledovny:

X :n{ﬁxi (2.2)
i=1

Pricom gréckym symbolom velké pi (IT) oznacujeme ndsobenie hodnot pozorovanej
premennej. Uvedeny vztah plati, ak X; > 0.

Vsimnime si, ze plati:

|n(>?G)=%iln(xi) (2.3)

Volba aritmetického alebo geometrického priemeru sa z praktického hl'adiska nemusi
javit ako jednoduché rozhodnutie. V ekondmii sa s geometrickym priemerom mdzeme

stretnit’ nayma pri pocitani priemerného rastu a zmeny.

Priklad 2.2

Zoberme si pokles produktivity prace zamestnancov predaja v priebehu dvoch dni. Na
zacCiatku bola produktivita 10000,- EUR/den, 0 dva pracovné dni 9025,- EUR/den. Aky bol
priemerny pokles za den? Nech g > 0 je pokles za den. Potom vieme, Ze musi platit’
10000g® = 9025, takze g = 0.95. To zodpovedd 5 % poklesu predaja za deit oproti
predchadzajiicemu ditu. V skuto¢nosti mohlo ist’ aj 0 20 % nérast v prvy den a priblizne
24.79 % pokles v druhy deni (10000 x 1.2 x 0.7521) = 9025. Nas vSak zaujima priemerny
rast (pokles), teda akou hodnotou musime vynasobit’ kazdy def, aby sme sa za dva dni
dostali z ¢isla 10000 k ¢islu 9025. Ak by sme pocitali aritmeticky priemer tychto zmien:
(1.2 + 0.7521)/2 = 0.97605, tak by naS vysledok nepresiel jednoduchou sktskou
spravnosti: (10000 x 0.97605 x 0.97605) = 9526.73603 # 9025.
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Priklad 2.3

Uvazujme, ze mame k dispozicii portfolio akcii s hodnotou Y,- EUR. Ak Vv jeden den dojde
k poklesu hodnoty portfolia povedzme 0 — 50 % a nasledovny dent dojde ku korekcii 0
+ 50 %, tak celkovo sme prisli o 25 % z pdvodnej hodnoty portfélia Y, 1.5(0.5Y) = 0.75Y,
Y —0.75Y = 0.25Y. Ak by sme pocitali priemerny rast pomocou aritmetické¢ho priemeru,
tak by sme si mohli mysliet’, Ze portfolio ni¢ nezarobilo a ni¢ neprerobilo: (1.5 + 0.5)/2 =
1. Takéto rozhodnutie by vSak bolo chybné. V skutocnosti bol priemerny rast (resp. pokles)

~0.866, t.j. 0.866° = 0.75.

2.1.3 Harmonicky priemer

Harmonicky priemer sa pouziva na vypocet priemernej intenzity akymi s rychlost,
vzdialenost’ za urcity ¢as a podobne. Na vypocet sa pouziva vztah:

n

HT &1 2.4
;Xi (2.4)

V spolocenskych vedach sa sharmonickym priemerom mdézeme stretnut’ len

X

zriedkakedy. Patri do zékladnej trojice tzv. Pytagorovych priemerov. Aritmeticky priemer je
vzdy vacsi alebo rovny geometrickému priemeru a geometricky priemer je vzdy vicsi alebo
rovny harmonickému priemeru, teda plati:

X >Xg =Xy (2.5)

2.1.4 Chronologicky priemer

Chronologicky priemer je Specifickym pripadom aritmetického priemeru, s ktorym sa
modzeme stretnit’ najmé v oblasti evidencie zasob, odbytu, ndkupu. Pouziva sa na vypocet
priemernych hodn6t v ur¢itom casovom rozmedzi, kde mame k dispozicii usporiadané adaje
Kk urcitému okamihu. Vzt'ah na vypocet chronologického priemeru je nasledovny:

X+ X, N X, + X, - Xog + X,
X 2 2 2 (2.6)

CH = (n-1)

2.1.5 Medidn

Pouzivanie aritmetického priemeru ma vyhodu v tom, ze pouziva na svoj vypocet

vSetky namerané ﬁdajez, je jednoduchy na vypocet a okrem toho ma in¢, vhodné Statisticko-

Intuitivne si to mézeme vysvetlit’ tak, Ze berie do tivahy informaciu zo vsetkych pozorovani.
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matematické vlastnosti (len heslovite spomenieme, ze mé zname rozdelenie pravdepodobnosti
a je spravidla vhodnym odhadom strednej hodnoty). Jeho hlavnou nevyhodou je, ze ho nie je
vzdy mozné dobre interpretovat’ a jedna extrémna hodnota moze vyrazne ovplyvnit’ kone¢nt

hodnotu priemeru.

Priklad 2.4

Na ilustrdciu moznych nedostatkov aritmetického priemeru uvazujme o nasledujicom
subore udajov, ktoré zodpovedaji vyske l'udi (v cm):

192, 162, 189, 171, 159, 166, 203, 172, 194, 196.

Jednoduchym vypocétom zistime priemerni vysku v skupine l'udi, ktora ma hodnotu
180.4 cm. V skutocnosti nikto nie je v skupine vysoky presne 180.4 cm a dokonca z udajov
vyplyva, ze nikto v skupine nema ani len podobnt vysku. Aritmeticky priemer je takto
v urcitych situaciach malo reprezentativnou mierou polohy. V skuto¢nosti sme do tejto
vzorky 10 merani vybrali dve skupiny T'udi — Sportovcov. Prva skupinu s priemernou
vyskou 166 cm tvoria gymnasti a druhti skupinu s vyskou 194.8 cm basketbalisti. Obe

skupiny tak voci tej druhej predstavuju extrémne hodnoty.

V niektorych situdcidch moéze byt vhodnou alternativou k aritmetickému priemeru
median. Za median moéZeme povazovat’ ti hodnotu empirického Statistického stiboru, od

ktorej je | n/2 | hodndt vé&sich alebo rovnych, a teda aj | n/2 | mensich alebo rovnych, kde n je
rozsah Statistického siboru. Zatvorkou LJ oznaCujeme zaokrthlenie na celé ¢islo nadol

(tzv. dolna celd cast’), kym zatvorkou I__I by sme oznacili zaokriihl'ovanie nahor (tzv. horna
celd Gast’). Vyhodou medianu je, Ze je 'ahko interpretovatelny a ,robustny*® vo&i extrémnym
hodnotam. Pre potreby vypoctu medidnu sa hodnoty Statistického suboru zoradia vzostupne
do varia¢ného radu, kde ak n je parne ¢islo, median X vypocitame ako:
AHNE
R = \2 2 (2.7)
2
Vychadzajic z uvedenej definicie medianu, v skuto¢nosti by sme za medianova

hodnotu mohli povazovat’ 'ubovol'né ¢islo v intervale:

2 2
ked'ze také &islo bude spihat’ nadu definiciu medidnu. Ak n je neparne &islo, tak

X [Ej <X < x(nﬂ) (2.8)

median zodpoveda hodnote:

Robustny sa v uvedenom pripade rozumie to, Ze extrémnymi hodnotami nie je vyrazne ovplyvneny.
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n;lj (2.9)

Ak by sme pokracovali v predchadzajucom priklade, potom po vzostupnom zoradeni do

tzv. variacného radu: 159, 162, 166, 171, 172, 189, 192, 194, 196, 203 by predstavovala

udajov. Pouzitie medianu® ako ,,vielicku* v pripade extrémnych hodnét evidentne tiez nie

je tplne vhodné a vhodnost jeho pouzitia bude zavisiet’ od konkrétnej situacie.

bude hovorit’ o Zivotnej tirovni obyvatel'stva. Ak by sme namiesto aritmetického priemeru

pouzili median, jeho hodnota by sa v nasom priklade nezmenila.

Priklad 2.5

hodnota X :@=180.5 cm median, Co prirodzene znova nerie$i problém so

skutocnostou, ze sa okolo medianovej hodnoty nenachédzaji Sportovci z nasho rozsahu

Priklad 2.6

Ostro sledovany vyvoj priemernej mzdy v hospodarstve sa neraz dostava do kontrastu
s tvrdenim o rozSirovani tzv. socidlnych noznic. Rast priemernej mzdy v hospodarstve ako
argument zvySovania zivotnej uUrovne obyvatel'stva nemusi uspiet. Ak sa 90 %
obyvatelom s menSim prijmom vySka mzdy nezmeni, ale hornym 10 % &no, potom
dochddza k narastu rozdielu medzi najbohatSimi a zvySkom obyvatel'stva. Zaroven

dochadza k zvySovaniu priemernej mzdy. Je teda otazne, nakol’ko vyvoj priemernej mzdy

2.1.6 Modus

NajpocetnejSej hodnote v empirickom statistickom stibore hovorime modus. Podobne

ako ostatné miery polohy, je jeho ucelom pomdct urcit, pri ktorej hodnote sa data

koncentruju®. Z praktického hladiska je najzaujimavej$ou situaciou ak ma Statisticky subor

viac ako jeden modus®. Vtedy hovorime, Ze ide o multimodalny 3tatisticky subor (resp. ak

ma dve modalne hodnoty, ide o0 bimodalny). Vyhodou modusu oproti medianu

a aritmetickému priemeru je skutocnost, Ze sa modze pouzZit aj na popisanie takych

4

Samozrejme, toto nie je tvrdenie, ktorého sa drzime v kazdej situdcii. Je to len urcité pravidlo. Mozno trochu
presnejsie tvrdenie by bolo, Ze median je vhodnym ukazovatelom miery polohy pri existencii extrémnych
hodnét, pri ktorych nie je zaujem tieto hodnoty odstranit’.

Toto je do urcitej miery zjednodusSena predstava. V pripade spojitej premennej nasa definicia neplati.

Mame na mysli najmé taky Statisticky subor, v ktorom sa nevyskytuje vel'a r6znorodych hodnét. Ak mame
v Statistickom stibore viac ako jeden modus, je to minimalne zvlaStna situacia a snazime sa prist’ na to, ¢o je
toho dovodom. Ci je to vlastnost’ toho ¢o sme merali alebo tam existuje iny, zaujimavejsi (podstatnejsi?)
faktor, ktory tento efekt spdsobuje. Pozri Priklad 2.7.
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Statistickych znakov, ktorych hodnoty st z nomindlnej Skaly. V praxi mézeme modalne
hodnoty pouzit’ v situdciach:

e ked pri opisnej charakteristike Statistického suboru overujeme, ¢i mame udaje

z viac ako jednej populacie spojené do jedného suboru. Inak povedané, méze nas

to upozornit’, ze v jednom subore porovnavame neporovnatelné veci.

Priklad 2.7

Zoberme si odevny zavod, ktory chce usSit’ oblek pre Sportovcov. Potrebujeme zistit
rozmery, ktoré by sme chceli Sit. Vyberieme si vzorku muzov, avSak na neSt’astie sa ndm
do nej dostali v priblizne rovnakom pocte iba basketbalisti a gymnasti. Ak by sa ako miery
zobrali priemerné hodnoty, tak by sa stalo, ze by oblek bol pre basketbalistov maly a pre
gymnastov prili§ vel’ky. Zrejme by sa vela produkcie na trhu nerealizovalo. Ak by sme
cheeli vypocitat modus podl'a nami stanovenej definicie, potom kazda z hodndt by bola
modalnou, ked’Ze ani jedna sa neopakuje viac ako prave jeden krat. V praxi sa v takejto
situdcii CastejSie miesto vypoctu jedného modusu zobrazi histogram (pozri Kapitolu 3.4.4).
Ten by v nasom pripade naznacil, Zze mame viac modalnych hodnét. Existovalo by tak
podozrenie, Ze v skuto€nosti mame dva rozne ,,typy* l'udi. A obleky by sme $ili zvlast pre

gymnastov a zvlast’ pre basketbalistov alebo iba pre jednu z tychto skupin.

e ked hl'adame typickych reprezentantov, napr. zdkaznikov. Vybert sa 3 — 4
kl'acoveé ukazovatele, z ktorych sa vypocita modéalna hodnota a na zéklade nej sa
charakterizuje typicky reprezentant skupiny (napr. v obchodnom dome to mdze
byt: v akom case, aky velky nakup, z akej skupiny tovarov nakupuje typicky

zakaznik obchodného domu).

Priklad 2.8

Pocas prieskumu trhu sme zistovali mimo iného zakladné demografické tdaje
0 existujucich zakaznikoch spolocnosti: pohlavie, vek, stav. Na zaklade modalnych hodnét
potom mdzeme zostavit’ profil typického zakaznika ako napr. slobodného muza v strednom

veku.

Nevyhodou modusu je skutocnost’, Ze podobne ako median na svoj vypocet nevyuziva
vSetky tudaje. Rovnako v pripade existencie viacerych modusov je jeho vypovedacia

schopnost’ ako miery polohy otazna.
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2.2 Kvantily

Majme namerané hodnoty Xj, Xy, ..., Xy, ktoré si zoradime od najmensej po najvacsiu
hodnotu, t.j. zostavime variacny rad Xq), Xe), ..., X@). Potom r-ty kvantil predstavuje taka
hodnotu Statistického znaku X, pre ktoru plati:

X, = x(fnp]) (2.10)
pricom 0 < p <1, p = r/0, kde a udava na kol’ko rovnako pocetnych Casti sa pomocou
kvantilov rozdel'uje empiricky Statisticky stbor’ ar je poradie kvantilu pre ktoré plati, r = 1,
2, .., a — 1. Specifickym pripadom kvantilov, ktoré sa zrejme vyskytujii najéastejsie su
percentily a kvartily (taktiez tu zarad’'ujeme median). Percentily rozdel'uju $tatisticky subor na
100 rovnako pocetnych Casti a kvartily na 4 rovnako pocetné Casti. Ked'Ze median, kvartily,
decily a percentily rozdel'ujti empirické $tatistické subory na rovnako pocetné Casti, je mozné
ich povazovat za ,deliace” hodnoty. Kvantily st uzitoné¢ aj pri odhade minimalnych
Standardov (napr. z celkového poctu uchadzacov do zamestnania vyberame vsetkych, ktorych
vysledky z testov presiahli 95-ty percentil po¢tu bodov na vstupnych testoch), pri porovnavani
klaCovych parametrov vykonnosti procesov a podobne. VysSie spominany vztah je vhodné
pouzivat’ pri vacsich rozsahoch Statistickych suborov.

Pri pocitani kvantilov rdézne softvérové produkty mozu postupovat’ pomocou réznych
metdod vypoCtu. Nami uvedeny vztah je povaZovany za tzv. neparametricky vypocet
kvantilov. Pre potreby tohto textu povazujeme uvedeny vztah za dostacujlci. Je vSak na
mieste pripomenut’, aby si uzivatelia pred pocitanim kvantilov skontrolovali spdsob vypocétu
a posudili jeho vhodnost’ vzhl'adom na ciel’ realizovanej analyzy.

V suvislosti s kvantilmi sa mozeme stretnit’ s tzv. pét’ ¢iselnym zhrnutim $tatistického
stboru na zaklade kvantilov, ktoré pozostava z:

X)X o251+ X X o5 X o) (2.11)

Teda minimalna hodnota, hodnota tzv. dolného kvartilu, od hodnoty ktorého je 75 %
hodnot vacsich, median, hodnota tzv. horného kvartilu, od ktorého je 25 % hodnét véacsich
a maximalna hodnota. Spolu tychto pdt’ hodndt poskytuje pomerne dost” informacii o polohe,
variabilite Udajov atvare rozdelenia pocetnosti, ktoré si vysvetlime v d’al§ich kapitolach.

Uvedené charakteristiky sa pouzivaja aj pri tvorbe tzv. box — plotov (pozri Kapitolu 3.4.5).

" Predpokladame empiricky Statisticky subor v zmysle, e ide o Statisticky subor s konkrétne nameranymi

hodnotami.
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Priklad 2.9

Spokojnost’ zamestnancov so zabezpeCovanim stravovania zo strany zamestnavatel’a bola
merand na celoc¢iselnej Skéale od 1 (vel'mi nespokojny) po 7 (velmi spokojny). Namerané
vysledky za oddelenie Nakupu a Cudskych zdrojov boli nasledujtce:

Nékup: 1,4,6,6,6,6,7,7,5,6,6,3,5,7,7,7,2,1,3,6,6,7,7,6,7, 5,6, 6.

LCudské zdroje: 2,3,7,5,7,4,5,7,3,4,4,6,6,1,1,5,1,1,4,6,6,5,5,5,4,3,5, 7.
Manazment porovnava spokojnost’ na zdklade hodnoty dolného kvartilu, ked’Ze ich cielom
je, aby v prvom rade bolo ¢o najmenej nespokojnych zamestnancov. Vypocty ukazali, ze
v pripade oddelenia Nakup, dolnému kvartilu zodpoveda hodnota 5, ateda 25 %
zamestnancov vyjadrilo menSiu alebo rovnakil spokojnost’ akej zodpovedd bodové
hodnotenie 5. Na oddeleni Cudskych zdrojov je bodova hodnota dolného kvartilu 3. Z toho
manazment usudil, ze akutnejsi problém so spokojnost’ou so zabezpecenim stravovania je

nutné riesit’ U zamestnancov z oddelenia Cudskych zdrojov.

2.3 Niektoré miery variability

Koncept variability méZzeme povazovat’ v Statistike za kI'aCovy. Ak by neexistovala
variabilita, zrejme by neexistovala ani Statistika. Svet bez variability by bol jednotvarny.
Vsetci l'udia by mali rovnaku vysku, rovnakt vahu, rovnak farbu oci, a podobne.

Uvazujme o dvoch predajnych miestach jednej banky. V predajnom mieste A sa kazdy
predajca Specializuje na inu skupinu produktov. Ak pride zakaznik, podl'a toho o aky produkt
ma zaujem, musi Sa postavit' do radu k prislusnému Specialistovi. Na predajnom mieste B
predajcovia nie st Specialisti. Ak pride zakaznik, mdZe sa postavit do 'ubovolného radu.
V prvom aj druhom pripade mdZze byt priemerny €as vybavenia zdkaznika velmi podobny.
Rozdiel spociva v tom, Ze ak sa na predajnom mieste A vytvori u jedného Specialistu dlhy rad,
zékaznici budu Cakat’ prili§ dlho, kym na predajnom mieste B sa dlhé rady skoro nikdy
nevytvaraji. Ak na predajnom mieste A nie su rady, zékaznik bude vybaveny rychlejSie ako
na predajnom mieste B. Vysledkom je, ze priemerny Cas vybavenia zakaznika je sice
podobny, avSak na predajnom mieste A je vacSia variabilita ¢asu vybavenia ako na predajnom
mieste B. Hovori sa, Ze zakaznik nevnima priemernu hodnotu, ale variabilitu. Problém
S predajnym miestom A spociva v tom, Ze je podstatne narocnejSie naplanovat, kol'ko ¢asu
bude zakaznik travit’ na predajnom mieste A. MozZe to byt vel'mi mélo aj vel'mi vela. Na

predajnom mieste B bude vediet’, Ze ¢as odbavenia bude trvat’ priblizne stale rovnako dlho.
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Priklad 2.10

Uvazujme o dvoch bankach A aB. V banke A existuju dva poradovniky. Jeden pre
jedného a druhy pre druhého zamestnanca banky. Doba cakania u vybranych zékaznikov
od zapisania sa do poradovnika po prijatiec k zamestnancovi banky je: 5, 11, 2, 13, 19
minut. V banke B existuje jeden poradovnik, zktorého sa zdkaznici priradzuju
zamestnancom banky. Doba ¢akania zdkaznikov od zapisania sa do poradovnika po prijatie
k zamestnancovi banky je: 7, 10, 12, 11, 10 minat. Priemerna hodnota ¢akania je v oboch
bankach rovnaka, t.j. 10 minut. Rozdiel je vSak vo variabilite. Kym v pripade banky A je
zékaznik pod vplyvom vécSej neistoty prameniacej zo skutocnosti, Ze na vybavenie moze
cakat’ iba 2 minuty, ale aj 19 minut, v pripade banky B sa mé6zZe s vicSou istotou spolahnut’

na to, ze sa k vybaveniu dostane priblizne za 10 minut.

Cielom predchadzajuceho prikladu bolo poukazat na vyznam variability
a obmedzenia mier polohy. Prezentovat’ samotnu priemerni hodnotu je neraz skresl'ujuce. Pri
prezentovani vysledkov z prieskumov trhu (ako aj vyskumu) je preto zvykom uvadzat’ vedl'a
mier polohy aj prislusni mieru variability. Pod variabilitou moézeme rozumiet stupen
roznorodosti, rozptylenia, kolisania alebo odchylenia hodndt od centralnej (tzv. strednej)
hodnoty. Ak bolo cielom mier polohy merat’ okolo akej hodnoty su udaje v Statistickom
stbore koncentrované, tak miery variability meraji nakolko ,.husto” sa tieto hodnoty okolo
miery polohy koncentruji. V anglickej literatire sa pojem variabilita prezentuje v zavislosti
od kontextu ako: variability alebo dispersion (v slov. disperzia). Na vypocet variability
existuje niekolko pristupov, ktorych pouZitie si ukazeme v nasledujicich castiach. Miery
variability maju tri spolo¢né vlastnosti:
e V pripade, ak je ich hodnota rovna 0, potom st hodnoty v Statistickom stibore
rovnaké — neexistuje variabilita.
e Hodnoty miery variability st nezaporné.
e Rastica miera variability znamena vécSie rozptylenie Udajov v Statistickom
subore.
Dalej si predstavime najéastej$ie pouzivané miery variability: rozpitie $tatistického
suboru, medzi-kvartilové rozpétie, smerodajni odchylku, rozptyl, absolitnu odchylku

a variacny koeficient.
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2.3.1 Variaéné rozpditie - rozpditie statistického siiboru

K najjednoduch$im mieram variability patri variaéné rozpdtie. Nesporne je jeho
vyhodou nenarocnost’ vypoctu a 'ahkd interpretacia. Vypocitame ho ako rozdiel najvicse;
a najmensej hodnoty Statistick¢ho suboru:

R=X@un—Xy (2.12)

Varia¢né rozpitie nam tak hovori, aky najvacsi rozdiel hodnoét existuje v Statistickom
subore. VAcsi rozdiel by mal naznaCovat’ vicSiu variabilitu. Variatné rozpitie ma vsSak
niektoré zjavné nevyhody. V prvom rade neberie do uvahy variabilitu medzi maximalnou
a minimalnou hodnotou. Okrem toho moéze byt' I'ahko skreslujiici. AK v Statistickom subore
existuje extrémna hodnota, vyrazne to moze ovplyvnit na§ pohl'ad na variabilitu stboru.
Rozpitie nam neda odpoved na otazku, ¢i st hodnoty Statistického stboru zoskupené
Vv blizkosti strednej hodnoty. S variaénym rozpatim sa mézeme stretnut’ pri merani variability
cien, napr. cien akcii na trhu. Kazdy obchodny den sa sleduju tzv. otvaracia, minimalna,
maximalna a uzatvéracia cena akcie. Rozdiel medzi maximélnou a minimalnou cenou akcie je
jeden z elementarnych sposobov merania variability cien. Existuje cela skupina ukazovatel'ov,

ktoré toto rozpétie (aj iné) pouzivaju.

Priklad 2.11

V obchodnom podniku sledovali dizku doby splatnosti svojich zavizkov po oficialnej dobe
splatnosti. Z ur¢itych ekonomickych dovodov nebolo cielom spolo¢nosti skratit dobu
splatnosti, ale zniZit' variabilitu. Udaje v poétoch dni st nasledujtce:
3,7,6,2,56,1,9,7,3,11,9, 13,14, 23,2,6, 9, 28, 14, 2,5, 3,8, 5, 3, 9, 10, 11, 8, 12, 4.
Variacné rozpitie zo Statistického suboru je R = 27 dni. M6zeme vidiet, Ze ak by sme
odstranili 28 denné omeskanie, variacné rozpitie by sa znizilo na R = 22 dni a Vv pripade,
ak by sme odstranili aj jedno 23 denné omeskanie, dosiahli by sme hodnotu variaéného
rozpitia iba R = 13. Ugelom bolo nie odstranit’ zjavne extrémne hodnoty (to by mohla byt

chyba), ale poukdzat,, nakol’ko je varia¢né rozpitie citlivé na extrémne hodnoty.

2.3.2 Medzi-kvartilové rozpdtie

V predchadzajicich kapitolach sme si definovali kvantily a nasledne percentily
a kvartily. Rozdiel medzi hornym a dolnym kvartilom predstavuje medzi-kvartilové rozpétie
Ro. V medzi-kvartilovom rozpiti sa tak nachadza 50 % hodnét Statistického stiboru. Aj ked’
uvedeny spdsob vypoctu miery variability nie je nachylny na extrémne hodnoty, podobne ako

variatné rozpitie je jeho hlavnou nevyhodou, Ze neberie do uvahy vSetky hodnoty
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Statistického suboru, a teda nezvazuje rozptylenost’ hodn6t vo vnutri kvartilového rozpétia ani

mimo kvartilového rozpétia:

Rq = X((0.75n1) - X((o.zsﬂ) (2.13)

2.3.3 Priemerna absolitna odchylka

Interpretatne za najvhodnejSiu mieru variability mézeme povazovat priemernt
absolutnu odchylku, ktorej hodnotu vypocitame jednoduchym priemerovanim absolutnych
odchylok jednotlivych hodnét od aritmetického priemeru. Inak povedané, dostavame
odpoved’ na otdzku, nakolko st v priemere hodnoty Statistického suboru vzdialené od ich
aritmetického priemeru. V praxi sa priemerna absolitna odchylka vyuziva zriedkavo
v désledku nevhodnych Statisticko-matematickych vlastnosti absolutnej odchylky v porovnani
s rozptylom a smerodajnou odchylkou. Pracovat’ s absolutnou hodnotou je komplikované.
Uvedeny argument ma vS$ak svoju véhu iba v uréitych obmedzenych pripadoch (blizsie pozri
Gorard, 2005), avsak priemerna absolutna odchylka ma z interpretatného hl'adiska jasné
vyhody oproti v§etkym ostatnym ukazovatel'om miery variability. Z tohto dovodu ju mézeme
povazovat’ za nepravom podcetiovanu (asponl ¢o sa tyka deskriptivnej Statistiky). Priemernt

absolutnu odchylku vypocitame z nasledujuceho vztahu:

n
sd=%2\xi—>?\ (2.14)

Vyhodou priemernej absolutnej odcl_ll}'llky (na rozdiel od varia¢ného rozpitia a medzi-
kvartilového rozpitia) je, Ze berie do uvahy vietky hodnoty 3tatistického siboru. Cim je
hodnota absolutnej odchylky mens$ia, tym je aritmeticky priemer vo vSeobecnosti zrejme
vhodnejsou mierou polohy Statistického suboru, kedZe hodnoty sa sustred’ujii bliZsie
k aritmetickému priemeru. Extrémne odl'ahlé hodnoty Statistického stiboru maji mensi vplyv
na hodnotu absolutnej odchylky ako na rozptyl, resp. na smerodajni odchylku. Z tychto
dovodov povazujeme pouzitie priemernej absolatnej odchylky pre potreby opisnej Statistiky
za vhodnu alternativu voci rozptylu a smerodajnej odchylke, aj ked’ znova zopakujeme,
V praxi je pouzivana len sporadicky. Princip vypoctu priemernej absolitnej odchylky si

mozeme zndzornit’ graficky na nasledujicom obrazku.
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Absolutna vzdialenost Priemerna absolutna odchylka

-5-4/=9 (9+14+5)/3=9.33
‘Absolﬁtna vzdialenost’ i Absolutna vzdialenost’
-1-4]=5 [18 —4|=14

-5 -1 4 18

Aritmeticky priemer

Obrazok 2.2: Ukazka vypoctu priemernej absolutnej odchylky

Zdroj: viastné spracovanie

2.3.4 Rozptyl a smerodajnad (Standardnd) odchylka

V induktivnej Statistike je dominantnou mierou variability rozptyl a z neho odvodena
smerodajnd odchylka. Na rozdiel od absolutnej odchylky sa rozptyl vypocita ako priemer
Stvorcov odchylok:

14 =
o’ zﬁg(xi -X) (2.15)

196
81
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-5 -1 4 18
Obrazok 2.3: Ukazka vypoctu rozptylu

Zdroj: vilastné spracovanie

Vzhladom na skuto¢nost’, ze §tvorcami rozdielov sa jednotky, v ktorych mame udaje
namerané tiez umocnujl, z interpreta¢ného hl'adiska je prijateI'nejSie namiesto rozptylu za
opisnu charakteristiku pouZzivat smerodajnu odchylku, ktord je druhou odmocninou rozptylu.
Ak by sme pocitali rozptyl ¢asu obsluhy zdkaznika, vyslednad hodnota by bola v jednotke ¢asu

t2, ¢o je zbyto¢na interpretacna vyzva. Vzt'ah pre smerodajnu odchylku je tak:
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o=+o? (2.16)

Napriek odmocneniu je priamociara interpretdcia smerodajnej odchylky stale
komplikovana. Ako pri vSetkych mierach variability plati, ze ¢im je vidcSia hodnota
smerodajnej odchylky (rozptylu) tym je aritmeticky priemer menej vypovedajuci, resp.
hodnoty Statistického suboru st vzhl'adom na aritmeticky priemer viac rozptylené. Zjavnou
nevyhodou smerodajnej odchylky (rozptylu) oproti absoltitnej odchylke je skutocnost, ze
hodnoty vzdialenejSie od aritmetického priemeru maju vaési vplyv na hodnotu smerodajne;j
odchylky (rozptylu) ako hodnoty blizSie k aritmetickému priemeru (¢o je dané umocnenim),
ale na rozdiel od priemernej absolutnej odchylky, rozptyl ma vhodné Statisticko-matematické
vlastnosti (Fisher,1920).

2.3.5 Variacny koeficient

Variaény koeficient moéZeme pouzit’ na porovnavanie variability dvoch a viacerych
Statistickych suborov. Jeho najbeznejSou formou je vyuzitie smerodajnej odchylky, teda v

tvare:

vz‘i
X

x 100 % (2.17)

Pricom samozrejme musi platit, Ze X#0.2 vyrazu vyplyva, ze variaény koeficient
vyjadruje podiel variability na aritmetickom priemere. Tymto spdsobom, aj napriek
skuto€nosti, ze jednotky, V ktorych dochddza k meraniu st odlisné, moéZeme porovnat’
vzajomnu variabilitu arozhodnit' pri opisnej Statistike, ktory zo Statistickych stborov

preukazuje vysSiu variabilitu. Na ilustraciu pouZijeme nazorny priklad podla Triola (2004).

Priklad 2.12
Majme Statisticky subor s nameranou vyskou a vdhou muzov s nasledujiicimi hodnotami
pre aritmeticky priemer a smerodajnti odchylku:
X vyska = 173.58 cm a oyyika = 7.67 cm
X vina = 78.25 kg a ovana = 11.94 kg
Prirodzene, nemdzeme porovnat’ smerodajnu odchylku v jednotke dizky s jednotkou

vahy. Vypocitanim variaéného koeficientu dostaneme:

V.. =|Zlx100 % =|-L57M |, 10096 = 4.42 %
e X 173.58 cm
Vvéha = 2 %100 % = M %100 % =15.26 %
X 78.25 kg
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Mozeme teda vidiet, ze vyska muzov preukazuje mensiu variabilitu ako vaha muzov.
Uvedeny vysledok nie je prekvapujlci. Neraz mozeme vidiet' dvoch muzov s priblizne

rovnakou vyskou, ale diametralne odliSnou hmotnostou, kym podstatne zriedkavejsie

vidime dvoch muzov, kde jeden z nich je dvakrat vyssi ako druhy.

2.4 Miery tvaru

Pozname dve zakladné miery tvaru Statistického suboru: Sikmost™ a Spicatost’. Miery
sikmosti je mozné interpretovat’ ako miery asymetrie. Na tomto mieste (t.J. bez definovania
rozdelenia poc€enosti) nie je jednoduché intuitivne vysvetlit' vyznam mier asymetrie (resp.
Spicatosti). Pomdzme si tymto vSeobecnym pravidlom: v pripade, ak je vicSina hodndt
Statistického stiboru mensSia ako aritmeticky priemer (na reélnej osi sa nachddzaja ,,na 'avo*
od aritmetického priemeru) hovorime, Ze ide o pravostranné zosikmenie a naopak. Ak je
vacsina hodnot Statistického suboru vicsia ako aritmeticky priemer (na realnej osi sa
nachadzaju ,na pravo“ od aritmetického priemeru) hovorime, ze ide o /[avostranné
zoSikmenie.

V pripade opisnej charakteristiky Statistického suboru je mozné si tuto vlastnost’ overit’

pomocou nasledujuceho vztahu, tzv. koeficientu Sikmosti:
1< —\3
=3 (% - X)
N3
1< °
-\2
[z<xi x) ]
N3

Pre hodnoty S > 0 ide o pravostranne zoSikmenie apre S < 0 ide 0 l'avostranné

S =

(2.18)

zoSikmenie.

Priklad 2.13

Pravidlo, ktoré sme uviedli vysSie neplati vzdy, resp. jeho platnost’ zavisi od toho,
akym sposobom meriame asymetriu. Uvazujme o nasledujucom priklade. Majma tidaje:—3,
-3, -3, 3, 3, 3, 4. Median je —3, priemer —0.57. Podl'a v§eobecného pravidla vysSie, by
malo ist’ o pravostranné zoSikmenie, ked’Ze vacSina hodndt je menSich ako aritmeticky
priemer. Vypocitanim koeficientu Sikmosti dostaneme hodnotu 0.33 a teda naSe pravidlo je
potvrdené ak koeficientom Sikmosti. PouZije teraz nasledujuce udaje: -3, -3, -3, 3, 3, 3, —

8, priemer je —1.14, median ostal —3. Stale plati, Ze véacSina hodnét je mensSich ako

aritmeticky priemer a teda podl'a naSho pravidla by malo ist’ o pravostranné zoSikmenie.
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Vypocitanim koeficientu Sikmosti dostdvame hodnotu —0.39, co je vSak znakom

l'avostranného zoSikmenia.

Okrem spominaného vztahu sa moZeme stretnut’ aj s nasledujicimi vztahmi
asymetrie:
X - X
o
¢o je Pearsonov koeficient Sikmosti. Znamienko udava podobne ako pri S smer

(2.19)

SP=

Sikmosti. Rozdiel spociva v tom, ze absolutna hodnota S nemé vypovedaciu schopnost’, kym
Vv pripade absolutnej hodnoty |SP| mdzeme tvrdit’, ze ¢im je vacSia, tym je Statisticky subor
SikmejSi (nezavisle od strany zoSikmenia). V pripade, ak nie je definovany modus
v empirickom stubore (napr. v situacii, kde kazda hodnota sa vyskytuje prave jeden krat), tak

na zaklade empirickych skusenosti pri priblizne symetrickych statistickych suboroch je mozné

ho odhadnut’ ako:
X =X-3(X-X) (2.20)

Dalsou alternativou je Sg, tzv. Bowleyov koeficient Sikmosti, ktory vychadza

z jednoduchého principu, ze v pripade dokonalej symetrie je absolitna vzdialenost’ medzi

hornym  kvartilom X 75,7 @dolnym kvartilom X557 rovnaka. Bowleyov koeficient

Sikmosti vSak vyuziva iba strednych 50 % hodnot.

S. — (X((no,751) - %)_ (5{ - X(|—n0,25—|))

B = = (2.21)
X o757 = X )+ (X = X025
Urcitym vylepSenim je nasledujuci vztah, tzv. Kellyho koeficient Sikmosti:
X ~-X)-(X =X
S, = ( (no,907) ) ( (|—n0,10—|)) 2.22)

(X o007 = X )+ (X = X 0107
Nie je vsak jasné, preCo sa pre vypocet pouzil prave 90-ty percentil a nie vyssi, resp.

niz8i percentil. Pre potreby opisnej Statistiky odpora¢ame zvazit' pouzitie konkrétnej miery
Sikmosti vychadzajuc z jednoduchosti interpretacii.

Ako sme uz naznacili vysSie, ako indikator Sikmosti moZe posliZit' skimanie vzt'ahu
medzi aritmetickym priemerom, medidnom. K tomu teraz pridame aj modus. Za predpokladu,

ze hodnoty Statistického stiboru majii jednu modéalnu hodnotu, hovorime o l'avostrannom

zosikmeni, ak plati nasledujica nerovnost X < X < X a o pravostrannom zosikment, ak plati

X>X>X.
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Miery Spicatosti si mozeme interpretovat ako mieru koncentracie hodndt v okoli
strednej hodnoty. Cim vyssia je miera koncentracie, tym je vicsia tendencia hodn6t sustredit’
sa okolo aritmetického priemeru. Okrem iné¢ho, koeficient $picatosti sluzi neraz na odhad
,»odolnosti* rozdelenia pocetnosti na extrémne hodnoty. Inak povedané, pri vyssej Spicatosti
mozeme spravidla ocakavat vyssi vyskyt extrémnych hodndt®. Statistické stbory sa
v zavislosti od tvaru a miery Spicatosti rozdeluji na: mezokurtické (normalne, K = 0),

leptokurtické (Spicaté, K > 0) a platykurtické (ploché, K < 0), kde K je koeficient Spicatosti:

K= 73 (2.23)

> (X -Xf

i=L
Kde pre K = 0 je statisticky subor mezokurticky, pre K > 0 leptokurticky (t.j. Spicatejsi

ako mezokurticky®) a pre K < 0 je platykurticky.

Spicatost’ sa zvykne zamienat aj s pojmom ,.fat tails“ alebo ,heavy tails“, ¢ize tuéné alebo tazké konce.
Existuju rozdelenia hodnot, ktoré predpovedajil vacsiu pravdepodobnost’ vyskytu extrémnych udalosti (napr.
finan¢na kriza subjektu) — tymto rozdeleniam hodndt sa zvykne hovorit rozdelenia s tuénymi (resp. tazkymi)
koncami.

Resp. Spicatejsi ako frekvenéna krivka normalneho rozdelenia pravdepodobnosti — pozri blizsie Kapitolu
4.6.2.
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3 Uvod do programu R

R je Sstatisticky  softvér, ktory je od roku 1995  (http://cran.r-
project.org/doc/html/interface98-paper/paper_2.html) vol'ne dostupnym na stiahnutie ako aj
inStalaciu. Program R primérne sluZzi na spracovanie viac¢Sieho mnozstva dat pomocou Statistik
a vizualizacie. VacsSina metod, ktoré si v tejto publikdcii predstavime, st realizovatel'né
v roznych Statistickych programoch, ktorych uzivatel'ské rozhranie je mozno intuitivnejSie
a najmi l'ahSie pochopitelné. Na druhej strane, program R je vel'mi flexibilny. Uzivatelovi
umoziuje podstatne SirSie vyuzitie ako iné Statistické programy. Program R v podstate nemusi
slizit' len na Statistické spracovanie. Je moznd jeho spoluprica sinymi komerénymi
produktmi, nie nutne Statistického charakteru. Moze sluzit’ na tvorbu a spracovanie obrazkov.
Umoziuje vytvarat' programy (spustitelné v programe R). Moznost’ pisat’ prikazy a tymto
sposobom komunikovat’ s po¢itatom ndm umoziuje aspon ¢iastocne nahliadnut’ do zékladov
programovania. Vo vyskume sa pritom c¢asto stretdvame s potrebou vytvarat’ vlastné postupy
a algoritmy, ktoré nie su v inych (spravidla komerénych) programoch dostupné. Pomerne
velkou vyhodou sa tak javi Siroka zaujmova skupina pouzivatelov (spravidla vedeckych
pracovnikov) , ktori roz8iruju moznosti programu R o rdzne analytické baliky (tzv. packages),
ktoré obsahuju nové Statistické testy. Neraz sa dokonca stane, Ze ak S$tatistik pride s urCitou
novou metdédou, okrem jej publikovania vo vedeckom Casopise napiSe aj program, pomocou
ktorého je mozné tuto metddu aplikovat’. Casto je jazyk, v ktorom sa tieto programy pisu,
prave R. 'V ekonomii patria k inym populdrnym programovym balikom: STATA, S-PLUS,
EViews, GAUSS alebo OX Metrics. Urcitou alternativou je program Gretl, ktory je taktiez
vol'ne dostupnym a pritom uzivatel'sky prijatel'nejSim programom. Okrem toho sa na ucely
ekonometrickej analyzy ¢asto pouzivaji aj moduly z programu MATLAB.

V tomto texte nepdjdeme v programovani do vicSich detailov. Niektoré prikazy sa
mozu zdat zbytocne dlhé a komplikované. V mnohych pripadoch je mozné dosiahnut’
rovnaké vysledky pouzitim kratSich postupov. Nasim cielom vSak bolo urobit’ prikazy ¢o
najviac intuitivne pre uplnych =zaciatocnikov, ktori s programovanim nemaji Ziadne
skusenosti.

Spravidla plati, Ze najlepSie sa uc¢i praca s programovacim jazykom na realnych
problémoch. Existuje pomerne l'ahko dostupna literatira na internete, dokonca uz aj
v slovenskom jazyku (Zelinsky et al., 2010; Pancikova, 2011; Kalina et al., 2010). V tejto
kapitole si ukdzeme niektoré zékladné funkcie a postupy, ktoré budeme v dalSom texte

pouzivat. Budeme pritom vychadzat najmi z publikacii Verzani (2004), Crawley (2007),
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Cohen — Cohen (2008), Murrell (2006), Dalgaard (2008), Wickham (2009), Everitt — Hothorn
(2005) a samozrejme z vlastnych skasenosti. Struktaru tohto Gvodu (ako aj niektoré vybrané
priklady) sme prevzali priamo od Verzani (2004), ktory na predmete KMVE lall na
Podnikovohospodarskej fakulte so sidlom v Kosiciach predstavuje odporacanu literatiru.
Vsetky kody, ktoré v publikacii uvadzame boli na konci skontrolované vo verzii 2.14.0
z231.10.2011, 32bitova verzia pre OS Windows. Na zaver uvadzame aj cely zoznam

pouzitych programovych balikov, verzie, ktora bola pri spidtnom overovani kédov pouzita.

3.1 Instalacia programu R

Aktudlnu verziu programu pre operacny syst¢tm MS Windows je mozné stiahnut
z nasledujuceho odkazu [dostupné online, 16.02.2012]:

http://cran.at.r-project.org/bin/windows/base/

Po instalacii (run installation — full installation — install) sa odporaca aktualizovat’
vysSie spominané programové baliky (v angl. packages). Tieto programové baliky rozsiruja
funkcionalitu programu R. S inStalaciou programu R sa inStaluji aj niektoré zakladné
programové baliky. Tie su spravidla pravidelne aktualizované o nové funkcie, pripadne
0 opravu starSich funkcii. Aktualizaciu je mozné uskuto¢nit’ nasledovne (je potrebny pristup
na internet):

Menu Packages — Update packages — Select mirror (napr. Austria) — ,,0znacit’ vietky
programové baliky“ — prebehne update

Tento postup je vhodné Cas od Casu opakovat’, kedZe program R nas neupozorni
0 existencii novsich verzii programovych balikov. Zoznam programovych balikov, ktoré je
mozné si priamo nainstalovat, ziskame pomocou:

Menu Packages — Install packages

Ako priklad uvedieme programovy balik strucchange, ktory sa hodi pri vypocte
Strukturalnych zlomov v regresnych koeficientoch.

Menu Packages — Install packages — ,,je potrebné ndjst’ a vybrat’ si balik st rucchange®
— Select mirror (napr. Austria) — prebehne instalacia

Nasledne sa programovy balik aktivuje prikazom:

| library (strucchange) |

Tieto programové baliky sa CastejSie nazyvaju kniZnicami. My budeme toto

pomenovanie V texte vol'ne zamienat’.

32


http://cran.at.r-project.org/bin/windows/base/

3.2 Zakladné operacie v programe R

Po spusteni programu sa zobrazi zakladné uzivatel'ské rozhranie, ktoré je znazornené

na nasledujiicom obrazku.

Prikazy sa piSu do konzoly (,,R Console®). Priamo do konzoly méZeme zadavat
zakladné operatory ako +, -, /, * a funkcie ako sqrt (), sin (), cos (), exp (), log (),

pi'. Je vhodné si na zagiatku vyskus$at’ najmé postupnost’ vypoctov pri pouZziti zatvoriek.

File Edit View Misc Packages Windows Help

[=]u| =[efo] @][5]

Obrazok 3.1: Uzivatel'ské rozhranie v programe R
Zdroj: viastné spracovanie v programe R

> 1 + (2/3)*2
[1] 2.333333
> 1 + 2/(3*%2)
[1] 1.333333
> 1 + 2/3*%2

[1] 2.333333

V zdkladnom vybaveni programu R sa za oddelova¢ desatinnych miest povazuje
bodka, nie ¢iarka. Z tohto dovodu pouzivame tito normu aj v tejto publikécii. Ked'ze sa pri
praci v programe R ¢asto stretivame s niektorymi symbolmi ako napr. $, odporacame tiez
pouzivat’ anglicku klavesnicu.

Ak ndm nie je zname, ako presne pouzit’ urcitu funkciu, je mozné pozriet manual, ku

ktorému sa dostaneme nasledovne:

0" vsetky funkcie v programe R uvadzame spolu so zatvorkami. V tomto pripade jedine pi nie je funkcia.
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|?log |

Priklad 3.1

Napiste log(10) do konzoly a potvrd’te. Nasledne ziskajte hodnotu zodpovedajucu log(10) s
pouzitim log(x, base).

V programe R moézeme Cislam (nielen im) priradit’ ur¢ité oznacenie (meno), ktoré ich
budi definovat’. Vytvarame tak urcité objekty, ktoré sa potom privolavaju. Pouzivame k tomu

operatory =, <-, —>. Napriklad:

Program R ,,¢ita” prikazy zl'ava doprava po riadkoch. Spravidla jeden riadok pre neho
predstavuje jeden prikaz. Ak chceme v jednom riadku napisat’ viac ako jeden prikaz,

oddel'ujeme ho pomocou bodkociarky.

Priklad 3.2

Zistite, aky je vysledok pre objekt ,,x* bez toho, aby ste tieto prikazy zadavali do programu
R.

x <= 3/2*7/2/2

X <= X"N2*2"2

Na tvorbu datovych vektorov budeme pouzivat' funkciu c (), ktord predstavuje
skratku pre ,,create* (vytvor). Ak napriklad chceme definovat’ vektor pozorovani ako vektor

x, vy, z alebo ¢, mézeme to uskutocnit’ ako:

> x <- c¢c(1, 2, 3)

>y <- c(7, 8, 9)

>z <- c(4, 5, 6)

> c <- c(x, z, V)

> xX; y; z; C

[1] 1 2 3

[1] 7 8 9

[1] 4 5 6

(11 1 2 3 456 789
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3.3 Pracasudajmiv programe R

Nasledne mozeme na tychto vektoroch vykonavat’ rozne operacie. K tym zakladnym
by sme zaradili nasledovné: sum (), length (), mean(), sort (), min (), max (),
range (), diff (), cumsum (). Podla predchddzajiceho poradia ide o: sucet hodnoét, pocet
hodnét (dizka vektora), aritmeticky priemer hodnét, usporiadanie hodndt, minimélna hodnota,
maximalna hodnota, minimalna a maximdalna hodnota, rozdiely za sebou iducich hodndt

(diferencia), absolutny kumulativny sucet hodnot.

Priklad 3.3
Vytvorte vektor s nazvom ,,FL“, kde budi hodnoty vektora ,,c“ v klesajuicom poradi.

Nesmiete vSak pouzit’ funkciu c (), iba datovy vektor c a funkcie definované vyssie.

> FL <- sort (c

p reasing = T); FL
[1] 9 8 7 6 5 4

dec
321

Scitavanie vektorov je ekvivalentné s¢itavaniu jednotlivych prvkov vektorov, ktoré su

na rovnakych poziciach. Napriklad:

> x <= c(l, 2, 3); y <-c(2, 4, 6); x + vy
[1] 3 6 9
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Priklad 3.4

Uskuto¢nite nasledujlice operacie x + =z, y - z, z - x;, x - z; kde z <-
c(5, 4, 3, 2, 1).Akévysledky program R vracia?

Priklad 3.5

Vytvorte jednoriadkovy prikaz, ktory vypocita rozptyl hodnét {1, 3, 6, 8, 9}. Pouzite
k tomu iba funkcie, ktoré sa doteraz spominali. Vzorec pre vypocet rozptylu je uvedeny
v Kapitole 2.3.4.

Ak potrebujeme definovat’ vacsi pocet hodnot, ktoré tvoria urciti postupnost’, mézeme
k tomu pouzit’ niektoré predefinované funkcie v R. Ide najmé o zakladné funkcie seq ()

arep (), ako aj o0 vyuzivanie operatora ,,:“. Ako priklad si uvedieme tvorbu nasledujtcej

postupnosti:

> a <-1; h<-4; n <-5;
> a+h* (0: (n-1))

[1] 1 5 9 13 17

> seq(l, 9, by = 2)

(11 1 357 9

> seq(l, 10, by

Il
N

[1] 1 357 9

> seqg(l, 11, by = 2)

(11 1 3 5 7 9 11

> rep(l, 3); rep(l:3, 3)

(1] 1 1 1

(11 1 23123123
Priklad 3.6

Vypiste postupnost’ ¢isel vytvorent nasledujucim prikazom bez toho, aby ste to zadali do
programu R, rep (seq (1, 4, by = 2), 2)aa + h*(0:n-1).

Priklad 3.7

Pomocou prikazov v R vytvorte nasledujuce postupnosti ¢isel (Verzani, 2004):

1,3,...,999

1,1,1,2,2,2,3,3,3, ....., 100, 100, 100

1,1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,4,4,5

1/1,1/2, 1/3, ..., 1/100; 1/1:10

1,8, 27, 64, 125, ...1000000

0, 25, 50, 75, ....., 1000
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Casto je potrebné vybrat uréitu $pecifickd hodnotu z datového vektora, alebo
zapisat’ ur€iti hodnotu na urcité Specifické miesto v dditovom vektore. Zoberme si
nasledujuci vektor x <- ¢ (1:10). Ak chceme zmenit hodnotu na prvej pozicii vo
vektore, potrebujeme programu oznamit’, ktortt hodnotu chceme zmenit’ a aka ma byt
nova hodnota. Indexovanie sa uskuto¢iiuje pomocou hranatych zatvoriek [].

Napriklad:

> x[1]
(11 1
> x[1] <= 4; x[10] <= 99
> x[length (x) ]
[1] 99
Ak je potrebné vybrat’ urcity $irsi rozsah udajov z datového vektora, mézeme to
uskuto¢nit’” pomocou operatora ,,:“ alebo cez vektor c (). Napriklad nahl'ad prvych

Styroch hodnoét vektora x vieme urobit’ bud’ cez prikaz x[1:4] alebo ako x[c (1,
2, 3, 4)], kde prva moznost je zjavne jednoduchSia a uspornejSia. Inym
spdsobom, ako zobrazit’ néhlad (pripadne oznacit’) vSetky hodnoty okrem urcitej

Specifickej, je pouzit’ operator ,,—*.

0

;X

3
3

(-1] (
2 4
2 4

[CaRNGa N
o oY —

> x
(1]
(1]

~
@ @
O

4

Za zékladné logické operatory budeme povazovat’ nasledujice: <, <=, >, >=, ==,
'=, &, |, ktoré znamenaju ostro mensi, mensi alebo rovny, ostro vic¢si, vac¢si alebo rovny,

rovny, nerovny, a zaroven, alebo.

> x <= ¢c(1:10)

TRUE FALSE FALSE TRUE TRUE FALSE FALSE TRUE TRUE

> x > 5

[1] FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE
> x <=5

[1] TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE
> x >= 5

[1] FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE
> x == 5

[1] FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE
> x =5

[1] TRUE TRUE TRUE TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE
> x <- c¢(1, 3, 5, 6, 8, 2, 4, 6, 9)
>x >1 & x <5

[1] FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE FALSE FALSE
> x >5 ] x < 2; x

[1]
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[1] 1 356 82 46 9
> sum(x > 3 & x < 7)
[1] 4

Priklad 3.8

Vyskusajte nasledujaci prikaz a vysvetlite, aki postupnost (a preco) hodnét vracia,

xX[seg(from = 1, to = length(x), by = 2)].

Ak potrebujeme nahradit’ va¢si pocet hodndt, ktoré nasleduji za sebou, mézeme ich
cez indexovanie oznacit a nahradit’ v jednej operacii, pripadne ich moézeme do vektora aj

pridat’. Postup je obdobny. Napriklad:

> X
[1] 1 356 824¢629
> x[10:12] <= c(10, 11, 12)
> X
[1] 1 3 5 6 8 2 4 6 910 11 12

V tejto suvislosti sa mozeme stretnit’ eSte s prikazom $1in%, ktory moéze slazit' na
hl'adanie konkrétnych hodnot v datovom vektore, pripadne ak potrebujeme zistit' prienik

dvoch vektorov.

> X %$in% c(2,4)
[1] FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE
FALSE FALSE

Mnoho programovych balikov ma v sebe zabudované urcité subory dat. Tradicna
Struktura prierezovych dat povazuje riadky za pozorovania zodpovedajice Statistickym
jednotkdm a stipce za premenné. Aby sme sa dostali do datovych suborov programovych
balikov, musime si ich najprv aktivovat. Spravidla je to potrebné urobit’ stale, ked’ spustime
program R achceme sdanou databazou pracovat. PouZijeme databazu geyser, ktoru

mozeme najst’ v programovom baliku MASS.

| > library (MASS) |

Pomocou prikazu data () nahrame databazu geyser, teda pozadovany prikaz je
vtvare: data (geyser). Nazvy premennych ziskame pomocou prikazu names (), teda
names (geyser). V konzole si databdzu mdzeme zobrazit' vypisanim jej ndzvu (prikaz
geyser). Neraz su vsak tieto databazy pomerne obsiahle, preto sa zobrazenie celej databazy

nezvykne pouzivat. Ak chceme pracovat s ur€itou premennou musime ju oznalit. Vo
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vSeobecnosti k tomu pouzivame symbol $. Napriklad pri praci s premennou ,,waiting* jej
vypisanie dosiahneme nasledovnym spdsobom — geyserSwaiting. Prva Cast’ prikazu
oznacuje databazu a symbolom $ vyberame premennt. Inym sposobom je oznamit’ programu,
ze budeme databazu geyser pouzivat priamo. Vtedy mézeme pouzit’ prikaz attach (),
v tomto konkrétnom pripade napiSeme prikaz attach (geyser). Teraz zobrazenie
premennych moézeme uskuto¢nit’ priamo napisanim danej premennej. Ak uz databazu

nepotrebujeme, odhladsime ju prikazom detach ().

> attach (geyser)
> waiting[1]

[1] 80
> duration[1]
[1] 4.016667

> detach (geyser)

Na zéaver tejto Casti si ukdzeme eSte niekolko uzito¢nych prikazov. Ak si chceme
ulozit’ nami vytvoreny datovy stbor x, aby sme S nim mohli pracovat’ v inom programe,

modzeme k tomu pouzit’ nasledujuci prikaz.

| > dump ("x", "we.txt") |

Alebo ak chceme ulozit’ subor vo formate .csv na Specifické miesto:

> write.csv(x, file = "D:...cesta k suboru...\\udaje.csv", sep =

",")

Ten sa ulozi do adreséra, ktorého miesto najdeme pomocou prikazu:

| > getwd () |

Pokial’ v programe nebude explicitne zadané iné miesto, budi sa stbory a objekty
(pozri prikaz save ()) z programu R ukladat’ na miesto, ktorého lokalitu zistime pouZzitim
prikazu getwd (). Ak chceme zmenit toto miesto (ide o pracovny adresar, z angl. working
directory), tak mézeme pouzit’ prikaz setwd ().

Doteraz sme si udaje vytvarali priamo v programe R. Pomerne Casto sa stretdvame
S potrebou dostat’ nami ziskané data do programu R tak, aby sme s nimi mohli pracovat'.
Ukazeme si jednoduchy postup, ktory predpokladd, ze udaje st ulozené v subore (s nazvom
,udaje®) spriponou .csv amaju uz vysSie spominant Struktru. Riadky predstavuji
pozorovania a stipce premenné, pri¢om v prvom riadku st nazvy premennych a stipce st od
seba oddelené bodkociarkou (to je mozné skontrolovat v oby€ajnom textovom editore).

Prikaz mé potom nasledujuci tvar:
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> read.table("...cesta k suUboru...\\udaje.csv", header = T, sep
— u,.u’ dec = u-u)

Priklad 3.9

Pouzite databiazu t reering, ndjdite jej opis. Zistite, kol'ko pozorovani je vacsich ako 1.5
a zaroven mensSich ako 2.5. Pouzite databazu nym. 2002 z programového balika UsingR.
Kolko rokov mal najstarsi G€astnik maratonu? Aky bol vekovy rozdiel medzi najstarSim

a najmlads$im ucastnikom maratoénu?

Niektoré zakladné opisné charakteristiky suboru sme si uz prezentovali.
Funkcia median () vrati median, funkcia mean () aritmeticky priemer, funkcia IQR ()
medzi-kvartilové rozpatie, funkcia quantile () hodnotu zodpovedajucu danému kvantilu
(blizSie pozri ?quantile)a funkcia summary () okrem priemeru vrati minimalnu,
maximalnu hodnotu stboru, medidn, dolny a horny kvartil. Na rozdiel od mnohych inych
komerénych Statistickych programov, program R ponuka niekolko spdsobov vypoctu
kvantilov.

Aby sme zdoraznili vyznam kvantilov, ukazeme si na nasledujucom priklade ich vzt'ah
k podielom. Majme nasledujaci datovy vektor, a <- c(1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4,
5, 6, 7, 8, 8, 9, 10). Aky podiel z celkového poctu udajov je menSich ako 6?
Odpoved” mozeme formulovat' cez prikaz sum(a < 6)/length (a), ktory nam vrati
hodnotu 0.6, ¢o zodpoveda 60 % udajom mensim ako ¢islo 6. Pri kvantiloch nas vSak
zaujima: od ktorej hodnoty usporiadaného Statistick¢ho suboru je 60 % udajov menSich ako
tato hodnota? Ak pouzijeme zdkladnu funkciu v programe R, odpoved’ je quantile (a,
0.6) avysledok, ktory ndm program R vrati, je 5.4. VSimnime si, ze tito hodnotu v nasom
empirickom subore nemame. Aj ked’ vysledok je spravny (a spravny by bol pre akukol'vek
hodnotu v intervale od 5 do 6), rézne metody vypoctu kvantilov pouZivaji rézne aproximacie,
na zéklade ktorych vybert jednu z hodnot v intervale od 5 do 6. Pri vacsich empirickych

suboroch su rozdiely minimalne.

3.4 Vizualizacia v programe R a triedenie pocetnosti

V minulosti (alebo v situaciach, v ktorych nie je k dispozicii Statisticky softvér) sa pri
viacsom rozsahu Statistického suboru vykonavalo tzv. triedenie Statistického suboru.
Uvedenému triedeniu sa budeme venovat iba stru¢ne. Na tomto mieste Si ho opiSeme, ked’ze

sa pouziva na tvorbu histogramov — jedného z najcastejSie pouzivanych vizualnych pomocok
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v Statistike. V kapitole venujicej sa zadkladnym pojmom sme vymedzili pojem prvotnej
tabul’ky a varia¢ny rad. V nasledujicej Casti vyuzijeme tieto definicie k tomu, aby sme
zostavili tzv. frekven¢nu tabul’ku, pomocou ktorej moézeme ziskat' sthrnny prehl'ad
rozsahovo pocetnejSieho Statistického suboru. Pri spracovani pomocou Statistického softvéru
existuje moznost takyto prehlad ziskat' prostrednictvom urcitych vizualnych pomocok:
napriklad pomocou uz spominaného histogramu alebo box — plotu. Upozoriiujeme, Ze po
triedeni Statistického suboru anéaslednom pocitani zékladnych charakteristik polohy,
variability, kvantilov a mier tvaru vychadzajuc z frekvenénej tabulky, je potrebné tieto
charakteristiky pocitat’ mierne odliSnym spdsobom. V désledku triedenia Statistického suboru
dochadza k urcitej strate informécii a vysledky z takto pocitanych charakteristik sa odlisuju od
tych, ktoré sme uviedli vysSie. V Kapitole 3.4.2 si vztahy pre vypocet zakladnych
charakteristik z frekvenénej tabulky nazorne ukazeme. Statisticky softvér pri I'ubovolnom
rozsahu Statistického stiboru pocita uvedené charakteristiky pri opisnej Statistike sposobom,

aky sme prezentovali v predchadzajucich Castiach®®.

3.4.1 Frekvencna tabulka

Majme hodnoty Statistického suboru utriedené do varia¢ného radu X“ (1) < X2 < ... <
X* (n)- Niektoré hodnoty utriedeného Statistického siiboru sa mézu rovnat’, napr. 2 < 3 <3< 3<
4< 5 <5 <6 < 6. Urobme dalSiu tpravu, kde variacny rad zotriedime tak, Ze Ziadne dve
hodnoty sa vo variatnom rade nemozu vyskytovat’ viac ako jeden krat, teda X1y < Xo) < ... <
X(s), pricom zjavne S < n. V naSom ilustrativnom pripade tak mame 2 < 3 < 4 <5 < 6. Niektoré
hodnoty sa vSak vyskytuji pocetnejsSie a tiito pocetnost’ nazyvame absoliitnou pocetnost’ou
hodnoty Xg pre i, j = 1, 2, ..., s a oznaCujeme ju ako ng. Ak by sme chceli pozorovat', ako
narastd celkovy sucet absolutnych pocetnosti v usporiadanom varia¢nom rade, mohli by sme

to pozorovat’ pomocou absolutnej kumulativnej pocetnosti N;), pre ktoru plati vztah:
i
Ny = 2.10) (31)
-1
Kde i < s a predstavuje kumulovany sucet pocetnosti po i-tu hodnotu radu a zrejme
S
plati, ze N(S) = ZH N(j) =N. Takto usporiadany Statisticky subor sa zvykne zobrazovat’ vo

forme tabulky (Tabulka 1).

' Mierne odlignosti vznikaju v pripadoch, kde tatisticky softvér namiesto opisnych charakteristik polohy,
variability a mier tvaru vyuziva tzv. vyberové charakteristiky, bliz§ie pozri publikdciu venujucu sa
induktivnej Statistike.
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Tabulka 1: Absolutne pocetnosti

poradie hodnota absolutna absolutna
hodnét pocetnost’ kumulativna pocetnost’
1 2 1 1
2 3 3 4
3 4 1 5
4 5 2 7
5 6 2 9

Zdroj: vilastné spracovanie

Absolutna aj kumulativna pocetnost’ (obe réznymi spdsobmi) slizia na sledovanie, ako
su rozdelené (distribuované) pocetnosti hodnoét Statistického suboru. Rovnaky ucel maju
odvodené miery, tzv. relativna pocetnost’ f(j) a kumulativna relativna pocetnost’” F(i), ktoré
vyjadruji podiel pocetnosti (resp. absolitnej kumulativnej pocetnosti) na celkovom rozsahu

Statistického stiboru, teda:

f(j) =—U (3.2)
Fi) = 21 ) (33)
j=

Tabul’ka 2: Frekven¢na tabul’ka — ukazka 1

. o absolutna relativna relativna kumulativna
poradie hodnot hodnota . , . , « ,
pocetnost pocetnost pocetnost
1 2 1 0.11 0.11
2 3 3 0.33 0.44
3 4 1 0.11 0.55
4 5 2 0.22 0.77
) 6 2 0.22 1

Zdroj: vilastné spracovanie

Takto usporiadanej tabul'ke (Tabul'ka 2) hovorime frekven¢éna tabulka. Niekedy sa
k frekvenénej tabulke pridava aj stipec triednych znakov (pozri d’alej). Viimnime si, Ze
z pévodného Statistického stiboru v naSom ilustrativnom pripade orozsahu n = 9 sme
triedenim dosiahli rozsah s = 5. Z tohto dovodu sa tento proces spracovania dat nazyva aj tzv.
zhustovanie. Napriek tomu pri extrémne vécSich rozsahoch udajov s velkym variaénym
rozpatim, S ktorymi sa moZeme stretnat’, by ani takého zhust'ovanie nestacilo. Ak by sme mali
n = 4000, tymto utriedenim by sme sotva mohli ofakavat, Ze sa ndm podari roztriedit
Statistické udaje do napriklad s < 20, ateda aj takto utriedeny subor by bol pomerne

neprehladny. Vzhladom na to, Ze Statistické programy nasledujucu formu triedenia
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uskutocnuji v pripade potreby automaticky, v d’alSej Casti si ukdzeme spdsob rozdel'ovania
Statistickych stiborov len ramcovo.

Pocet tried Kk, do ktorych si chceme zotriedit’ Statisticky stibor s 'ubovol'nym rozsahom
N je subjektivnou volbou. Existuju vSak urcité odporucania, ako napr. Sturgessovo pravidlo:

k ~1+3.322logn (3.4)
Inym je pravidlo uvadzané v Tkac (2001), pri ktorom si mézeme vybrat’ pocet tried

Z intervalu:

0.55n%* <k <1.25n%4 (3.5)
K d’alSiemu pravidlu patri:

k ~/n (3.6)
V programe R je pri tvorbe histogramov zakladnym pravidlom Sturgessovo pravidlo,
okrem toho je moznost’ pouzit’ aj Scottovo pravidlo:

ha 328 (3.7)

r]1/3

kde sje vyberova smerodajna odchylka, sktorou sa stretneme v publikaciach
venujucich sa induktivnej Statistike. Poslednym menovanym pravidlom (program R ho

pontka) je Freedman-Diaconisovo pravidlo:

hr —= (3.8)

Pri poslednych dvoch pravidlach si v§imnime, Ze odhaduju Sirku intervalu a nie pocet.
Pocet sa nasledne dopocita jednoduchou tpravou vztahu (3.10). Druhou zaujimavostou je, ze
tieto dve pravidla pracuju nie len s po¢tom hodnét, ale aj s ich variabilitou.

Kazdé z tychto pravidiel je potrebné brat’ len ako urcité odportcanie. V kone¢nom
dosledku zélezi na zhotovitel'ovi analyzy. Niektoré Statistické metody (ako napr. Chi-kvadrat
test dobrej zhody) si vyzaduju, aby boli hodnoty Statistického suboru roztriedené do tried.
Niektoré softvérové baliky v tychto pripadoch umoziuji uzivatelovi vybrat si pocet tried
(manualne). Tato subjektivna tloha nie je Uplne trivialna, ked’Ze prili§ maly pocet tried k by
mohol agregovat’ vel'ky podiel hodnét do jednej triedy a tym by mohlo dojst’ k vyraznej strate
informacii. Na druhej strane, vol'ba prili§ vel'kého poctu tried k by mohla spdsobit, ze
niektoré triedy nebudu obsahovat ziadne hodnoty, ¢im sa takto upraveny prehlad udajov
stane neprehl'adnym, pripadne, Ze by nebolo dost dobre mozné vizualne odhadnut’ druh
rozdelenia pravdepodobnosti (blizsie pozri Kapitolu 4.2).

Kazda z tychto tried ma svoju dolnu a hornt hranicu K = <tj _ 4, t;), Kj je prislusny
interval (trieda), kde j = 1, 2, ..., k a tj_1, tj je dolnd, resp. horna hranica j-teho intervalu. Aby

sme mohli pocitat’ urcité charakteristiky z takto vytvorenych intervalov, je potrebné
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zadefinovat’ urCitého reprezentanta intervalu. Ak mame napriklad iba 2 intervaly K; = <3, 4),

K, = <4, 5) s nejakou absolutnou triednou (intervalovou) pocetnostou, ako vypocitame

aritmeticky priemer? Vytvorime tzv. triedny znak Z;), pre ktory plati:

Z(j)Z%(tj1+tj) (39)

Ide teda o aritmeticky priemer. V nasom pripade Z1y =" (3 +4) =3.5.

Uz vieme, aky pocet intervalov chceme vytvorit, vieme ako vypocitame ich triedny
znak. Este stale vSak chyba sposob vypoctu hranic intervalov. K tomu potrebujeme vediet
Sirku triednych intervalov, ktora by mala byt konstantna (v pripade prvého a posledného
intervalu ale nemusi byt,, napr. ked’ sa uvadza vek ,,18 a menej* alebo ,,60 a viac*). Pri tvorbe
intervalov (napriklad pri tvorbe dotaznikov) je vhodné, ak st splnené dve podmienky:

e kazdé meranie musi byt’ jednoznacne zaradené prave do jedne;j triedy,

v . . r W r 12
e Sirka triednych intervalov musi byt’ konstantna™.

Priklad 3.10

Castym omylom je tvorba takych intervalov v dotaznikoch, kde jednu hodnotu nie je
mozné priradit’ do intervalu. V dotazniku moze byt’ poloZena otazka, v ktorej si respondent
ma vybrat, do akej vekovej kategorie patri. Nasledujuce Elenenie nie je presné: do 18
rokov, od 19 do 25 rokov, od 26 do 40 rokov, 41 a viac rokov (pokial’ nie je explicitne
povedané, ze ide o doviseny vek). Ak by mal respondent 18.5 rokov nebolo by jasné, do
ktorej kategorie by sa zaradil. Druhou nevyhodou je, Ze intervaly (okrem prvého

a posledného) nie st rovnako Siroké.

Sirku triedneho intervalu vypoditame pomocou jednoduchého vztahu:

X — min X,
ho R XX _ il iana (3.10)
k k k

Priklad 3.11

Majme nasledujtci rozsah udajov:

> data <- ¢ (2400, 3100, 7200, 3100, 5200, 6200, 4000, 3200,
5300, 3900, 3600, 5300, 5400, 3300, 4700, 3000, 3300, 4400,
4200, 5700, 4700, 4900, 3900, 4300, 3900, 2000, 4800, 4100,

2 Uvedené v urcitych Specifickych situdciach platit nemusi, napr. neraz je prvy (najmensi) a posledny
(najvacsi) interval podstatne vacsi, napr. vek Kg = 65 a viac.
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4100, 3800, 6400, 2500, 4100, 4400, 3800, 2600, 5200, 4900,
4500)
> length (data)
[1] 39
Pomocou zhustovania vytvorime frekvenénu tabulku. Pocet tried si vypocitame vzt'ahom
(3.5), teda:

0.55n>* <k <1.25n%*

2.38<k <541

Ked'ze k € N je celé prirodzené ¢islo, tak mame na vyber k € {3, 4, 5}. Vyberieme si k =
5. Pre porovnanie pocitajuc Sturgessovym pravidlom je k = 6.28 a vztahom Jn, k= 6.24.
Na nasledujicom obrazku pre zaujimavost mozeme vidiet, ako sa meni pocet

odportucanych tried v zavislosti od rozsahu statistické¢ho stboru, kde:
pravidlo 1: | k |=1.25n%*.

pravidlo 2: k sa vypocita ako 1 + 3.322 log(n) zaokruhlené na celé ¢islo nadol.

pravidlo 3: k sa vypocita ako VN zaokrahlené na celé &islo nadol.

= pravidio 3

60

= = pravidio 1

= pravidio 2

50

poéet tried k

10

T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 3000

vzorka o velkostin

Obrazok 3.2: Pocet tried podl'a pravidiel
Zdroj: viastné spracovanie v programe R

Pre uplnost’ uvadzame aj prislusny kéd v programe R, pomocou ktorého sme obrazok
vytvorili. V d’alSej Casti tejto publikacie budeme uvadzat' kody k obrazkom ato jednak
Z dévodu, aby ich bolo mozné reprodukovat’ a zaroven, aby cCitatel mohol pomocou tychto
kodov riesit’ svoje vlastné ulohy. Vizualizacii sa budeme venovat’ podrobnejsie v samostatnej

kapitole.
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> n <- 5000

> pravidla <- list(floor(1.25*(1l:n)"0.4), 1 + 3.322*log((1:n)),
sgrt(l:n))

> plot(x = 1:n, y = pravidlal[[3]], type = "1", family = "serif",
xlab = "vzorka o velkosti n", ylab = "pocet tried k", ylim =
c(l, 70), cex.axis = 1.5, cex.lab = 1.5, col = "black", 1lwd =
2)

> colour = c("darkgreen", "red")

> 1 type = c(3, 5)

> labels <- c("pravidlo 3", "pravidlo 1", "pravidlo 2")

> for (i in 1:2) {

+ lines(x = 1l:n, y = pravidla[[i]], type = "1", 1lty =
1 typel[i], col = colour[i], 1lwd = 2)

+ 1}

> legend("topleft", labels, 1lty = c(1, 1 type), inset = 0.005,
bty = "n", cex =1, col = c("black", colour), lwd = 4)

Sirku triedneho intervalu si potom vypoéitame dosadenim do vzt'ahu:
max X:.— min X,
R Xm—X = b ' 7200-2000
ha D (n) (@) _i=L2..n i=1,2,..,n _ —1040

k k k

Nasledne si vypocitame triedne znaky, priradime hodnoty a vytvorime frekvencént tabul’ku:

Tabul’ka 3: Frekven¢n4 tabul’ka — ukazka 2

Triedny absolutna  relativna absolu‘Ena relatw{la
Interval nak poetnost  poetnost kumulativna kumulativna
pocetnost’ pocetnost’
<2000; 3040) 2520 5 0.13 5 0.13
<3040; 4080) 3560 12 0.31 17 0.44
<4080; 5120) 4600 13 0.33 30 0.77
<5120; 6160) 5640 6 0.15 36 0.92
<6160; 7200> 6680 3 0.08 39 1

Zdroj: vilastné spracovanie

Vsimnime si, Ze posledny interval je z oboch stran uzavrety. Je to nutné, ked’ze vsetky
merania musia byt zaradené prave do jednej triedy. Aj ta najvacsia. Z takto vytvorenej
frekvencnej tabulky si mozeme vytvorit’ tzv. histogram, ¢o je vlastne Specificky pripad
stipcového grafu'®, kde §irka stipca je ekvivalentna Sirke triedneho intervalu a vyika stipca

je ekvivalentna absolutne;j (alebo relativnej) pocetnosti.

Pri rozhodovani sa, akym spOsobom zobrazit a prezentovat udaje, Si Spravidla
vysta¢ime sich delenim na tri kategorie: kategorické, diskrétne a spojité data. Pri

kategorickych datach ako napriklad: farba auta, ndzov znacky, typ automobilu, nemé vyznam

3 Na rozdiel od stipcového grafu su jednotlivé stipce zobrazované spolu ,,bez medzier medzi stipcami.

46



pocitat’ priemer, variabilitu alebo iné charakteristiky. Ma vSak vyznam sledovat’ pocet
vyskytu tej ktorej kategorie. Pri diskrétnych uz vieme povedat, ktoré hodnoty su vicsie
a ktoré mensie (ide napriklad o poradia, pocCetnost’ vyskytu uréitého javu a pod.). Pocitat
priemer alebo charakteristiky variability vo véicSine pripadov neméd vyznam, aj ked
Vv empirickom vyskume sa Stym stretavame pomerne Casto. V niektorych pripadoch je to
odovodnitel'né a aj o tychto diskrétnych datach sa da uvazovat ako o spojitych (napr. ak
mame vel'a poradi jednej premennej). Pri spojitych ma spravidla vyznam pocitat’ tak priemer,
ako aj iné zakladné S$tatistické charakteristiky. Nevycerpali sme sice vSetky typy dat a ani nas
opis nebol tplne presny, avsak vo vicsine aplikacii si s tymto Clenenim vystacime.

Typ dat nie je jedinym rozhodovacim kritériom. Ciel’ prezentdcie udajov je nemene;j
dolezitym. Niekedy sa vyzaduje, aby vizualna prezentacia tidajov bola tak povediac samo-
nosnd. To znamen4, aby bez blizSieho vysvetlenia bolo prijimatelovi zrejmé, na aké udaje sa

pozerd a ¢o ma z danej prezentacie v udajoch vidiet’, pripade aky jav sa mu chce ukézat’.

3.4.2 Opisné charakteristiky pre frekvencné tabul’ky

Ak Z; je triedny znak, n; je absolutna pocetnost’ triedneho intervalu, K je pocet tried
(intervalov), kde j =1, 2, ..., ka n= Zi:ln i je rozsah Statistického suboru, potom mézeme
vypocitat’ zakladné miery polohy a variability pomocou nasledujucich vztahov.

e VaZeny aritmeticky priemer:

k
27N, (3.11)

Xe (3.12)
e VaZeny harmonicky priemer:
<. = n
H™ &
Znij (3.13)
Z.

Pri vdZenom chronologickom priemere je situdcia komplikovanejsia, ked’Ze rozmer
Casu sa zvycajne udava v pocCtoch dni medzi dvoma za sebou nasledujicimi obdobiami,

a preto je vahou pocetdni djprej =2, 3, ..., k.
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242 22y ZatZog

< __ 2
Xen = K (3.14)
2.4
j=2
UvaZujme o medidnovom intervale ako o tom, v ktorom sa nachadza X sn)-t4 hodnota
variatného radu. Tuto hodnotu vieme identifikovat vo frekvencnej tabulke na zéklade
absolutnej (relativnej) kumulativnej po¢etnosti. Potom nech E je dolna hranica medianového

intervalu, h Sirka intervalu, N(_1) nech je absolutna kumulativna pocetnost’ triedneho intervalu

nachadzajuceho sa pred medianovym intervalom a N;) nech je absolutna pocetnost

medianového intervalu. Median vypocitame ako:

N
X =E+h 2~—M (3.15)
nG3)

Pre ostatné kvantily mdézeme pouzit obdobny vztah vychddzajuci z relativnych
pocetnosti. Nech a, je dolnou hranicou r-tého kvantilového intervalu. Ak je predmetom nasho
zaujmu 5-ty percentil, potom r predstavuje dolnti hranicu takého intervalu, v ktorom sa 5-ty
percentil s uréitostou nachadza. To moZeme l'ahko zistit' pomocou relativnej kumulativne;j
pocetnosti. Nech h je uz spominana $irka intervalu a podobne ako v kapitole venujlcej sa
kvantilom p = » / a, kde a udava na kol'ko Casti sa pomocou kvantilov rozdel'uje Statisticky
stbor a r je poradie kvantilu, pre ktoré plati r = 1, 2, ..., & — 1. Dalej nech i Je
kumulativna relativna pocetnost’ intervalu bezprostredne predchadzajuceho r kvantilového
intervalu a f( j,) Je relativna poCetnost’ r kvantiloveho intervalu. Potom pre hodnoty kvantilov
plati:

X, =a, +h% (3.16)

Pre frekvencné tabulky si modalnu hodnotu vypocitame na zaklade nasledujiceho
vztahu. Tento postup zopakujeme pre vsetky intervaly, ktoré maju najvacsiu pocetnost

(v pripade, ak sa v statistickom stibore nachadza viac modalnych hodnot):

. dp
X=M+h—— (3.17)
p n
Kde M je zaciatok modalneho intervalu, dIO =ﬁ(j)—ﬁ(j71), kde ﬁ(j) je absolttna

pocetnost’ modalneho intervalu a d,, = ﬁ( i~ ﬁ( j+1)-

Podobne ako pri mierach polohy, musime rovnakym principom upravit aj miery

variability a tvaru. Tieto zmeny si ukdZeme na najCastejSich mierach variability: priemerne;
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absolutnej odchylke a rozptylu a najéastejsie pouzivanych mierach tvaru: Sikmost’ a Spicatost’
(pocitané cez tzv. momentové charakteristiky). V jednotlivych vzt'ahoch zodpoveda vyrazu n;
pocetnost’ (vaha) triedy J.

e Vazena priemerna absolutna odchylka:

1< —
Sd=ﬁ;‘zj—x‘"j (3.18)
=
e Vazeny rozptyl:
Kk
o? =2 (2, - XJn, (3.19)

=
e Vazeny koeficient Sikmosti:

k
iZ(Zi‘i)x”j
S=— 12

oot

e Vazeny koeficient Spicatosti:

(3.20)

ni(zj - )T)“nj
K=—= -3 (3.21)

o)

3.4.3 Stipcovy graf

K zostrojeniu stipcového grafu stadi v programe R pouzit funkciu barplot ().
Takto pouzita funkcia zobrazi vietky jedine¢né hodnoty ako stipce, kde na osi x-ovej st
poradia hodndt tak, ako boli zadané¢ v ddtovom vektore a 0S y-ova predstavuje samotnu
vel’kost hodnét. Podra tejto velkosti sa zobrazi aj vyska stipcov. Pri va¢Som mnozstve hodnot
je stipcovy graf neprehladny. Stipcovy graf sa preto pouZiva v odlisnej podobe, ato
kombinaciou dvoch funkcii: table () a barplot (). Funkcia table () vytvori tabulku

a z nej sa nasledne vytvori stipcovy graf pomocou barplot ().

> res <- c¢c(2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 5, 6, 6, 7)
> table (res)

res

2 34567

331121

> barplot(tabl e(res), legend = TRUE, xlab = "poradie", ylab =
"pocet", l = blue", family = "serif", cex.axis = 1.5,
cex.lab = 8)
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Obrazok 3.3: Stipcovy graf — ukazka 1
Zdroj: viastné spracovanie v programe R

a col sa spravidla daji volit’ pre kazdy typ grafu. Ak je potrebné presnejSie Specifikovat
umiestnenie legendy, existuje funkcia 1egend (). Niektoré moznosti si budeme postupne
ukazovat’ spolu s d’als§imi obrazkami (v texte sa o tychto moZnostiach budeme explicitne
vyjadrovat’ len zriedkakedy). Napriklad ak chceme jednotlivym kategériam v tabulke pridat’

nazvy, mézeme to urobit’ pomocou funkcie names ().

Priklad 3.12

Co robi nasledovny prikaz? Porozmyslajte nad tym bez toho, aby ste prikaz v softvéri R
spustili.

ts <- table(res)/length (res)

Potom prikaz spustite, sktiste zmenit’ niektoré parametre a opiste, ¢o jednotlivé moznosti

v stipcovom grafe menia. Tento stipcovy graf je znizorneny na nasledujucom obrazku
(Obrazok 3.4).

> ts <- table(res)/length(res)

> barplot(ts, xlab = "poradie", legend = TRUE, ylab = "podiel",
cex.lab = 2, col = "blue", angle = c¢(135,45), density = 10,
main = list ("PocCasie", cex = 2, font = 10), ylim = c¢(0,0.5),
args.legend = list(x = "topright", inset = 0.05, bty = "n",
cex = 2, fill = "blue", density = 20, angle = c(20,40)))
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Obrazok 3.4: Stipcovy graf — ukazka 2
Zdroj: vlastné spracovanie v programe R

Priklad 3.13

Co je nevyhovujuce na nasledujucich stipcovych grafoch?

> barplot (table(res)/length(res), legend = TRUE, xlab =
"poradie", ylab = "podiel", col = "blue", main = "Wheather",
ylim = ¢(0.1,0.5))

> barplot (table(res) /length(res), legend = TRUE, xlab =
"poradie", ylab = "podiel", col = "blue", main = "Wheather",

ylim = c(0,0.25))

V d’alSom texte budeme potrebovat’ programovy balik UsingR. Po nainstalovani ho
spustime pomocou prikazu library (UsingR). Nasledne si otvorime databazu
central.park pomocou prikazu data (). Ilustrujeme si zmenu ndzvu jednotlivych

premennych na x-ovej 0si. To sa m6ze hodit’ pri vizualizacii niektorych ¢asovych radov.

library(UsingR); data (central.park)

> barplot (central.park$MAX, names.arg = 1:31, xlab = "day", ylab
= "max.temp.")

> barplot (central.park$SMAX, names.arg = c("ano", 2:20, "hej",
22:31), xlab = "day", ylab = "max.temp.")

Priklad 3.14
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Nacitajte nasledujiice udaje do vektora beer, ktory predstavuje, aky typ piva Studenti
preferuju: 1 — domace plechovky, 2 — domace fl'ase, 3 — malé varené, 4 — importovaneé.

Udaje mozeme do vektora bear vlozit’ aj nasledujicim sposobom:

> beer <- scan/()

1: 341 1343313212123 231111431
26:

Read 25 items

Vytvorte jednoduchy stipcovy graf pocetnosti odpovedi tak, aby stipce postupne klesali.
Zopakujte to aj pre klesajiice podiely odpovedi.

> barplot (sort (table (beer), decreasing = TRUE), col =
rainbow(4), main = "Beer preferences")

3.4.4 Histogram

Pri ¢iselnych datach (diskrétnych aj spojitych) pomocou vhodne zvoleného obrazku
modzeme zobrazit’ niektoré dolezité charakteristiky udajov. Jednym z najcastejSie pouzivanych
obrazkov je histogram. Dobre zvoleny histogram naznacuje, okolo ktorej ¢iselnej hodnoty (a
¢i vobec) sa udaje ststred’uju, aka je ich variabilita, pripadne aky je tvar rozdelenia pocetnosti
udajov v subore, alebo ¢i sa v sibore nachadzaju extrémne hodnoty. Vizualizacia hodnét je
forma prehladného usporiadania hodndt Statistického stboru, podobne ako frekvenéna
tabulka alebo varia¢ny rad. LCudsky mozog je schopny spracovat’ najlahsie a najviac
informacii prave na zaklade vizualnych vstupov, teda pomocou l'udského zmyslu — zraku. Na
rozdiel od tabuliek a ¢isel, obrazky st pre I'udské oko vac¢s$im podnetom. Obrazky vedia byt
nositel'om informécii, ktoré sa zjednoduchych charakteristik poloh a variability nedaju
vycitat. Histogram patri k najpouZivanej$im néastrojom na vizualizdciu hodndt Statistického
suboru. Zachytava mnozstvo uzito¢nych informacii, ktoré si je mozné rychlo pozriet’ a urobit’
si tak prvy prehl'ad o Statistickom subore (upravené podl'a Tkaé¢, 2001):

e Dava informaciu o rozdeleni pocCetnosti, teda v ktorych intervaloch sa aky pocet
hodnét nachiddza. Modbzeme tak odhadnit, Vvakych intervaloch su
najpravdepodobnejSie hodnoty, resp. mdzeme pozorovat ur€iti tendenciu

koncentracie hodnot Statistického stiboru pri urcitych hodnotach.

Priklad 3.15
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Ak by sme cheeli zmerat' dizku 12 cm ceruzky meradlom, ktoré meria s presnostou =+ 1
mikrometra a vykonali by sme merania, mdzeme odakavat, ze dosiahneme rézne dizky
V jednotkach mikrometra (vplyvom meracieho procesu, vonkajSich vplyvov, teploty atd’.).
Tieto hodnoty sa zrejme budu koncentrovat’ v okoli 12 cm. V inych situaciach nie je znama
aprioérna hodnota, v okoli ktorej (ktorych) by sa hodnoty mali koncentrovat’. Tu sme vedeli,
ze ideme pomerat’ prave 12 cm ceruzku. Spracovanim hodnot Statistického stiboru do

histogramu tuto informaciu mézeme ziskat'.

e Dava informéciu o Sikmosti a Spicatosti Statistického stboru.

e MoZeme pozorovat, ¢i ma Statisticky stibor jeden alebo viac modalnych hodnét.

e Na zdklade Sikmosti m6Zzeme odhadnit’ aj vzt'ah medzi ostatnymi mierami
polohy.

e MozZeme pozorovat’ vyskyt odlahlych hodnét, tzv. extrémnych hodnot.

e Sluzi na odhad teoretického rozdelenia pravdepodobnosti (blizsie pozri Kapitolu
4.2).

e Modzeme pozorovat variabilitu hodnot v Statistickom subore.

Okrem analytickych Ucelov je histogram vhodnym prezentanym néstrojom
vyuzivanym na zobrazovanie rozdelenia pocetnosti Statistického suboru pri prezentovani
vysledkov z prieskumov, vyskumov a experimentov. Vzijomnym porovnanim viacerych
histogramov moézeme odhadniit’ rozdiel v strednych hodnotach, ako aj mierach variability
medzi roznymi Statistickymi sibormi.

Histogram sa v programe R vytvara pomocou prikazu hist ().

> attach (faithful)
> hist(waiting, breaks = "Scott")

Samozrejme, takto koncipovany graf je len vzorovym auzivatel si ho modze

prisposobit’ pomocou argumentov, ktoré dana funkcia ponuka.
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Priklad 3.16
Nasledujuci prikaz vytvori pomerne nevhodny histogram (nie len z estetického hl'adiska).

Skuste zmenit’ argumenty vo funkcii hist () tak, aby bol histogram podla vasho nazoru

vhodnejsi. Aby ste vedeli ¢o mozete zmenit, skisajte nahodne menit’ argumenty funkcie.

> hist(waiting, breaks = "Scott", density = 20, col = "blue",
lwd = 3, 1lty = 2, cex.axis = 1.1, cex.lab = 1.5, cex.main
col.axis = "red", col.lab = "grey", col.main = 4, fg =
"yellow", font.main = 4, font.lab = 2, font.axis = 3, las
0.2, pch = 4)

Il
N
~

Priklad 3.17

N4jdite databazu OBP, ktora obsahuje jednu premennt. Aby ste mohli robit’ zmysluplné
interpretacie, zistite o aki premennu ide. Zostrojte histogram s 12 intervalmi. Interpretujte
vysledok: miery polohy a variability, extrémne hodnoty a tvar rozdelenia pocetnosti. Pri

rieSeni Ulohy pouzite argument "prob = T".

Do histogramu, ako aj do mnohych inych grafov, je mozné vkladat’ ostatné grafy.
V pripade histogramu sa ako obzvlast’ vhodna javi funkcia density (), pomocou ktorej je
mozné prelozit cez histogram krivku ur€it¢tho (z wdajov odhadnutého) rozdelenia
pravdepodobnosti (pripadne pocetnosti). Na teraz staci, ak si pod touto krivkou predstavime

krivku, ktora vyhladi vrcholy stipcov histogramu.

> hist(waiting, breaks = "sturges", main = NULL, prob = T,
ylab:" H)
> lines (density(waiting))

Priklad 3.18

Pracujte s databazou c fb a zostrojte histogram zo vsetkych premennych, kde to je mozné.

Rozhodnite, ktoré z rozdeleni pocetnosti su pravostranne zosikmené.

Na zaver uvedieme Obrazok 3.5, ktory predstavuje jednoduchy histogram z tidajov,

ktoré sme pouzili pri tvorbe frekvenénej tabulku v Kapitole 3.4.1 (Tabul’ka 3).

> bins <- seq(from = 2000, to = 7200, by = 1040)

> hist (data, breaks = bins, xlab = "tdaje", ylab = "pocetnost",
main = NA, ylim = c¢(1,15), xlim = c (1000, 8000), cex.axis =
1.1, cex.lab = 1.3, density = 10, col = "darkgreen")
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Obrazok 3.5: Histogram — ukazka
Zdroj: viastné spracovanie vV programe R

3.4.5 Box - plot

Box — plot je po histograme mozné povazovat spolu sXx-y grafom za jednu

Z najcastejsie pouzivanych vizudlnych pomocok. Box — plot vyuziva kvantily, konkrétne uz
nami spominanych pat’ &iselnych zhrnuti Statistického stiboru: Xy), X(rog,5))s X, X (o7 Xn) -

Prislus$né kvantily si vieme ur¢it’ pomocou funkcie quantile (), pripadne ak nas zaujima
medzi-kvartilové rozpatie tak TQR (). Pre stru¢ny prehlad zakladnych Statistik stiboru si
spravidla vystac¢ime s funkciou summary () alebo niekedy aj fivenum (), ktoré nam vratia
minimalnu hodnotu, dolny kvartil, median, horny kvartil a maximalnu hodnotu. Tie sa potom

nanesu na graf tak, ako je to znazornené na nasledujucom obrazku:

Extrémne Dolny Horny Extréemna
hodnoty kvarti mecjién kvarti hodnota
} A J
7 h\

& »
1,5%Ra 1,5xRa

Obrazok 3.6: Vseobecna struktira box — plotu
Zdroj: viastné spracovanie

V tzv. krabici (v Slovenskej literatire sa mozeme stretntit’ s ekvivalentnym nazvom
,Krabicovy graf“) sa nachadza 50 % hodnét. Dizka usegiek vychadzajucich z krabice mé
maximalnu dizku 1.5Rq, pripadne menej. Vsetky hodnoty mimo tohto rozsahu, & uz

maximdlne alebo minimalne, st povazované za extrémne hodnoty a oznacuju sa v grafe ako
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bodky (pripadne nejakym inym znakom, napr. krizikom). Box — ploty patria k vel'mi
uzitoénym nastrojom pouzivanym napr. v technickej praxi pri stratifikacii variability (Tkac,
2001). Na nasledujicom obrazku (Obrazok 3.7), je priklad box — plotu vytvoreného
v programe R. Pouzili sme pritom databdzu alltime.movies Z programového balika
UsingR, ktora zahriiuje celkové trzby z vybranych filmov. Z obrazku je zrejmé, ze niektoré
filmy st schopné dosiahnut’ extrémne velké trzby. Z box — plotu sa taktiez zda, Ze ide
0 pravostranné zoSikmenie (v ekondémii ide vobec o vel'mi Casto sa vyskytujuce zoSikmenie).
Do box — plotu sme taktiez zobrazili horizontalnu ¢iaru, ktora predstavuje priemernti hodnotu
trzieb. Priemernd hodnota je zjavne vidcSia ako median, Co potvrdzuje naSu tézu
0 pravostrannom zoSikmeni. Bodky nad tuseckou vychadzajucou z krabice predstavuju

filmové trhaky (z pohl'adu analyzy — extrémne hodnoty).

> library(UsingR); mean(alltime.movies$Gross)
[1] 240.1899
> par (mar = c(5, 5, 2, 2))
> boxplot(alltime.moviesS$Gross, ylab = "Celkové trZby", xlab =
"filmy", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis = 1.5, cex.lab =
1.5)
> abline(h = mean(alltime.moviesS$Gross), 1lwd = 3, lty = 2, col =
"red")
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Obrazok 3.7: Box — plot z trzieb filmov v mil. USD
Zdroj: viastné spracovanie v programe R
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Priklad 3.19

Spustite nasledujucu sekvenciu prikazov. Aku informaciu nimi ziskate?

> f <- fivenum(alltime.movies$Gross)

> the.names <- rownames (alltime.movies)

> the.names[alltime.movies$Gross> (£f[4]1+1.5*(£[4]1-£[21))]
[1] "Titanic "

[2] "Star Wars "

[3] "E.T. "

[4] "Star Wars: The Phantom Menace "

[5] "Spider-Man "

3.4.6 Kolacovy a bodovy graf

Pomerne oblibenym typom grafu je kolacovy graf, na tvorbu ktorého v programe R

sluzi funkcia pie (). Nasledujici prikaz vytvori jednoduchy kolacovy graf tak, aby

jednotlivé vyseky boli oznacené.

> sales <- c (45, 44, 40)

> names (sales) <- c("John", "Jack", "Suzy")

> pie(sales, main = "Predaj", col = rainbow(3), density = 10,
lty = c(1, 3, 14), edges = 400)

Obrazok 3.8: Kolacovy graf predaja troch predajcov
Zdroj: vlastné spracovanie v programe R

Urcitou alternativou ku kolaCovému grafu je bodovy graf, ktory ziskame

prostrednictvom funkcie dotchart ().

> dotchart (sales, col = rainbow(3), 1ty = c(1, 3, 14), family
"serif", cex = 2, pch = 19)
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Obrazok 3.9: Bodovy graf predaja troch predajcov
Zdroj: viastné spracovanie v programe R

3.4.7 x-ygraf

V anglickej literatire sa mozeme stretntit’ s ekvivalentnym oznacenim ,,scatter — plot®,
Ide 0 uzito¢ny a vel'mi rozsireny graf v pripade, ak si chceme vizualne overit existenciu
moznych zavislosti medzi dvoma premennymi (merané na asponn poradovej Skale). Nutnou
podmienkou je, aby namerané hodnoty v dvoch Statistickych stboroch predstavovali
navzajom usporiadané dvojice. Usporiadant n-ticu si méZzeme vel'mi jednoducho predstavit’
nasledovnym spésobom. Ak mame réznych zakaznikov, priCom u kazdého z nich sledujeme
jeho vysku a vahu, potom tie tvoria usporiadant dvojicu, lebo sa tykaju jedného zdkaznika,
jednej Statistickej jednotky. VSeobecnejSie sa na to moézeme pozerat’ nasledovne: mame jednu
Statistick®l jednotku, u ktorej sledujeme dva znaky. Tieto dva znaky potom tvoria usporiadanti
dvojicu. Samozrejme, je potrebné tieto merania zaznamenat’ stale v rovnakom poradi (napr.
najprv vysku a potom vahu). Na usporiadani hodnét zalezi. Do tvorby x-y grafu mézeme
pouzit’ iba UpIné tidaje. To znamena iba tych zakaznikov, kde mame zaznacent aj ich vysku aj
vahu. Typ analyzy, ktory by sme potom pomocou X-y grafu mohli uskutocnit, je hl'adanie
zévislosti.

Nézorny priklad je v databaze homedata V programovom baliku UsingR.
V databaze su dve premenné. Ceny nehnutelnosti vroku 1970 aceny tych istych
nehnutelnosti v roku 2000 (ked’ze ide o tie isté nehnutelnosti ide 0 usporiadant dvojicu

pozorovani). X-y graf zostrojime pomocou funkcie plot ().

> attach (homedata)

> names (homedata)

[1] "yl1970Q0"™ "y2000"

> plot(yl970, y2000, pch = 19, cex = 0.2)
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Obrazok 3.10: x-y graf

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

Z obrazku je zrejmé, ze v roku 2000 st ceny nehnutel'nosti vyssie, a ze medzi cenami
v roku 1970 a 2000 zrejme existuje uréity linearny vztah. To znamena, Zze ceny nehnutel'nosti
v roku 2000 st ur¢itym ndsobkom vicsie ako ceny v roku 1970. Regresnou analyzou by bolo
mozn¢é tuto hypotézu blizsie overit’.

Na ukazku si moéZzeme pomoct Specializovanym programovym balikom ggplot2.
Nechame na Citatel'ovi aby si vyskusSal nasledujuci prikaz, ktory zostroji podobny obrazok ako
predosly (Obrazok 3.10). Upozoritujeme vSak, Zze vo verzii programu R 2.14.0 tento prikaz

nefunguje. Je potrebné nainstalovat’ novsiu alebo starSiu verziu programu.

> library(ggplot2)
> gplot(y1970, y2000, data = homedata, size = I(2))

Na vypocet sily linearneho vztahu medzi dvoma premennymi sa pouziva korelacny
koeficient. Hodnoty blizko 1 znamenajt siln priamu line4rnu zéavislost’ a hodnoty blizko —1
silnd nepriamu linearnu zdvislost. Ak by bola hodnota korelacného koeficientu 0, medzi
premennymi neexistuje linedrny vzt'ah. Na vypocet korelaéného koeficientu moézeme pouzit
funkciu cor (). V tejto publikacii venujlicej sa opisu dat, sa korelacnej ani regresnej analyze
blizSie venovat’ nebudeme. Len pre Uplnost’, v predchadzajicom priklade by sme za ucelom
vypoctu korela¢ného koeficientu (Pearsonovho) mohli pouzit’ prikaz

cor (y1970, y2000).
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3.4.8 Dalsie formy vizualizdcie ddt v programe R

Zostrojme histogram a box — plot z premennej OBP (databaza OBP je z programového
balika UsingR). Nasledne vytvorme novy vektor, v ktorom bude chybat’ 10 % najmensich
a10 % najvacsich hodndt. Z nového vektora zostrojime novy histogram aj box — plot
a porovname ich. Bude nas zaujimat’, aky bol vizualny efekt (zmena dvoch obrazkov) po
odstraneni hodnot pri histograme pripadne box — plote. Pouzijeme pritom funkciu 1if ()

acyklus for ().

library (UsingR)

data (OBP)

hist (OBP); boxplot (OBP)

newOBP <- c ()

for (i in OBP) {

if (i > quantile(OBP, 0.1) & i < gquantile(OBP, 0.9)) {
newOBP <- c (newOBP, 1)

}

}

hist (newOBP); boxplot (newORP)

vV + + + + V V V VYV

Riadok newOBP <- c () nam vytvori novy datovy vektor, do ktorého si postupne
budeme ukladat’ &isla, ktoré budu spiiiat’ nami pozadovani podmienku, t.j. aby i§lo o hodnoty
z OBP menSie ako 90-ty percentil a zaroven vacsie ako 10-ty percentil. Tuto podmienku si
Vjazyku R mézeme formalne nadefinovat’ ako i > quantile (OBP, 0.1) & i <
quantile (OBP, 0.9), kde i bude vybrané pozorovanie z vektora OBP. Cyklus for ()
sa pouziva, ak mame zaujem urciti operaciu pravidelne opakovat. M6zeme ho vo vyraznej
miere pouzivat pri simulaciach. Prikaz funguje spravidla tak, Ze za for musi nasledovat
zatvorka (), Vv ktorej sa Specifikuje index (premenna), ktora sa bude iterovat. V tomto
pripade sa zvolil index ,,i* a ¢ast’ kodu ,,in OBP*“ znamend, Ze sa zoberu prvky vektora
OBP. Prvy riadok (ak bude prikaz na viac ako jeden riadok) musi koncit’ zloZenou zatvorkou
{. Nasledujuci riadok je funkcia if (), ktora Specifikuje podmienku a hovori o tom, aké
prikazy sa maju uskutocnit’, ak bude podmienka v zatvorke splnend. Znova sa riadok konci
hranatou zatvorkou {. Nésledne prikaz newOBP <- c (newOBP, 1) Vytvara novy datovy
vektor, v ktorom sa k predoslému datovému vektoru newOBP pripiSe hodnota i. Na zaver sa
prikaz i f () vnoreny do cyklu for () kon¢i zatvorkou }, ktorou sa ukonci aj cyklus for ().

Ked'Ze ide o prvé pouzitie cyklu for (), rozpiSeme si cela iteraciu. V prvom kroku sa
za index i zoberie prvy prvok vektora OBP. Néasledne sa tento prvok preveri v podmienke vo

funkcii if (). Ak spiha podmienku, tak sa k vektoru newOBP pripiSe tento prvok. Ak

60



podmienka nie je splnena, potom sa prikaz newOBP <- c (newOBP, 1) nerealizuje
aVv d’alsom kroku sa za index i dosadi druha hodnota z vektora OBP a postup sa opakuje
pokial’ sa neprejde vSetkymi prvkami vektora OBP. Tymto spdsobom sa kazdy prvok vektora
OBP skontroluje voci prislusnej podmienke vo funkcii if () apripadne dopise do nového
vektora, kde budu iba také hodnoty, ktoré nasu podmienku spiiiaj.

Pre ilustraciu si ukdazeme ekvivalentny zapis.

> newOBP <- c ()

> for (i in 1l:length (OBP)) {

+ if (OBP[i] > quantile(OBP, 0.1) & OBP[i] < quantile (OBP, 0.9))
{

+ newOBP <- c (newOBP, OBP[i])

+ }

+ )

Nasledne si méZzeme porovnat’ histogram a box — plot (Obrazok 3.11). Pri porovnavani

dvoch histogramov je uzito¢ny nasledujtci postup.

> par (mfrow = c(2, 2))

> hist (OBP, main = "pdévodné OBP", density = 10, col = "grey",
border = "black", cex.lab = 1.2, cex.axis = 1.1, freq = FALSE,
ylab = "Hustota", xlim = c(0, 0.6), xlab = "metrika™)

> hist (newOBP, main = "nové OBP", density = 10, col = "grey",
border = "black", cex.lab = 1.2, cex.axis = 1.1, fregqg = FALSE,
ylab = "Hustota", xlim = c(0, 0.6), xlab = "metrika")

> boxplot (OBP, main = "pdvodné OBP", density = 10, col = "grey",
border = "black", cex.lab = 1.2, cex.axis = 1.1, pch = 19,
horizontal = T, ylim = c(0, 0.6), xlab = "metrika")

> abline (h = mean(OBP),1lwd = 3,1ty = 2,col = "red")

> boxplot (newOBP, main = "nové OBP", density = 10, col = "grey",
border = "black", cex.lab = 1.2, cex.axis = 1.1, pch = 19,
horizontal = T, ylim = c(0, 0.6), xlab = "metrika")

> abline (h = mean (newOBP),1lwd = 3,1ty = 2,col = "red")
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Obrazok 3.11: Histogram a box — plot roznych vzoriek
Zdroj: viastné spracovanie v programe R

Ak mame dve premenné a zaujima nas ich vzajomny vztah, na jeho zobrazenie si
nevystatime s jednym histogramom alebo box — plotom. Vhodnou alternativou v takom
pripade si x-y grafy. Ak su obe premenné kategorické, pouzivame na prezenticiu tzv.
kontingen¢né tabulky. Ako priklad si ukdzeme situaciu, kde prezentujeme lojalitu voli¢ov
k jednej politickej strane. Tabul'ku si mozeme nadefinovat’ réznymi spésobmi, napr. spajanim

riadkov tabulky alebo spajanim stipcov tabulky. Vytvorime si nasledujucu tabul’ku:

> lojalita <- rbind(c (80, 45), c (10, 40))
> rownames (lojalita) <- c("predtym:ANO", "predtym:NIE")
> colnames (lojalita) <- c("potom:ANO", "potom:NIE")
> lojalita
potom:ANO potom:NIE
predtym:ANO 80 45
predtym:NIE 10 40

Vysledna tabulka ukazuje, Ze pocet voliCov, ktory v predoSlych volbach dant
politickdl stranu volili, a zarovenn aj v druhych volbach volili ta isti stranu, bol 80. Ak
Vv druhych volbach nevolili ta istd stranu, pocet bol iba 45. V druhom pripade ide
0 nelojalnych voliov, resp. 0 voli€ov, ktory zmenili svoj nadzor. Na druhej strane, ak
Vv predoslych vol'bach danu politicku stranu nevolilo 50 z opytanych volicov (sucet druhého

riadku, tzv. marginalna pocetnost’), potom v nasledujicich volbach zmenilo Svoj nazor
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a zaroven volilo nami analyzovant politickl stranu 10 voliCov. ZvysSnych 40 volicov stéle
nevolilo danu politicku stranu. Tieto vysledky naznacuju urcity odliv volicov, ¢o vidno aj

z marginalnych pocetnosti. Iny sposob zadania tej iste tabul’ky cez stipce je:

> lojalita <- cbind(c (80, 10), c(45, 40))
> rownames (lojalita) <- c("predtym:ANO", "predtym:NIE")
> colnames (lojalita) <- c("potom:ANO", "potom:NIE")
> lojalita
potom:ANO potom:NIE
predtym:ANO 80 45
predtym:NIE 10 40

Treti sposob, ktory si ukdzeme, vyuZziva definovanie objektu matice:

> lojalita <- matrix(c(80, 10, 45, 40), nrow = 2)
> varnames <- c("ANO", "NIE")
> dimnames (lojalita) <- list(predtym = varnames, potom =
varnames)
> lojalita
potom

predtym ANO NIE

ANO 80 45

NIE 10 40

Funkcia dimnames () pomenuje dimenzie matice, riadky astipce. Ak by sa
jednotlivé nazvy stipcov ariadkov od seba lisili, mozeme si jednotlivé riadky a stipce
definovat’ ako rownames () pre riadky a colnames () pre stipce.

Pouzime nasledujtice idaje a vytvorme tabul’ku:

library (UsingR)

attach (grades)

?grades

names (grades)

znamky <- table (prev, grade)

vV V V V V

Vytvorenim tabulky si vieme utvorit’ nazor, ¢i minula uspesnost’ Studentov na testoch
z matematiky (podl'a znamok), je dobrym indikatorom buducej GspeSnosti z matematiky.
Suéty riadkov a stipcov v kontingenénej tabul’ke predstavuju marginalne podetnosti. Tie je
mozné do tabulky pridat pomocou funkcie addmargins (), Vnasom pripade

addmargins (znamky).
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grade

prev A A- B+ B B- C+ C D F Sum
A 15 3 1 4 0 0 3 2 0 28
A- 3 1 1 0 0 0 0 0 0 5
B+ 0 2 2 1 2 0 0 1 1 9
B 0 1 1 4 3 1 3 0 2 15
B- 0 1 0 2 0 0 1 0 0 4
C+ 1 1 0 0 0 0 1 0 0 3
C 1 0 0 1 1 3 5 9 7 27
D 0 0 0 1 0 0 4 3 1 9
F 1 0 0 1 1 1 3 4 11 22
Sum 21 9 5 14 7 5 20 19 22 122

Vsimnime si jednu zaujimavu vlastnost’, ktora pri kontingen¢nych tabul’kdch mozeme
sledovat. Ak sa pozrieme iba na prvy stipec, vidime pocetnosti znamok Studentov
v predchadzajicom teste z matematiky. V riadku mozeme vidiet' pocetnosti tych Studentov,
ktori dostali v drunom teste z matematiky znamku A. Nasledne sa pozrime iba na druhy stipec
a postupne na d’alSie. M6Zeme tak pozorovat’, ako sa meni rozdelenie pocetnosti v zavislosti
od toho, aki znamku dostali Studenti v druhom teste. Podobne mozeme postupovat’ aj pri
riadkoch. Ide o urcity indikator zavislosti medzi dvoma kategorickymi premennymi. Niektoré
koeficienty merajuce formu zavislosti medzi kategorickymi premennymi vyuZzivaju prave tato
vlastnost’.

Podobne ako pri datovych vektoroch, aj pri tabulkach si vieme oznacit’ jednotlivé
prvky tabulky. Vytvorme si tabulku s margindlnymi pocetnostami newznamky <-
addmargins (znamky) ateraz pomocou [] modZeme oznacovat jednotlivé prvky tabulky.
Vyskus$ajte: newznamky[1], newznamky[2], newznamky[3], newznamky[10],

newznamky[91], newznamky[100].

Priklad 3.20

V databaze UScereal, library (MASS) su kdispozicii informacie o cerealnych
produktoch vo vybranych potravinach v USA. Vytvorte tabul'ku, ktord ukaze vztah medzi
vyrobcom a umiestnenim produktu v regaloch predajne. Pozrite si najprv databazu a opis
premennych. Existuje vzt'ah medzi vyrobcom a umiestnenim na regaloch? Skuste vytvorit
tabulku, vktorej by boli percentd anie pocetnosti. Tabulka by mala zobrazovat,
Vv kol’kych percentach pripadov pre jednotlivé produkty boli vyrobky umiestnené v prvom,

druhom a tretom rade.

> library (MASS)
> attach (UScereal)
> cereal <- table(mfr, shelf)
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> cereal new <- cereal/rowSums (cereal)

> cereal <- table(mfr, shelf)
> cereal
shelf
mfr 1 2 3
G 6 7 9
K 4 7 10
N 2 0 1
P 2 1 6
Q 0 3 2
R 4 0 1
> cereal new <- cereal/rowSums (cereal)
> cereal new
shelf
mfr 1 2 3
G 0.2727273 0.3181818 0.4090909
K 0.1904762 0.3333333 0.4761905
N 0.6666667 0.0000000 0.3333333
P 0.2222222 0.1111111 0.6666667
Q 0.0000000 0.6000000 0.4000000
R 0.8000000 0.0000000 0.2000000

Porovnéavanie dvoch vzoriek sme uz uskutoc¢nili, ked” sme porovnavali sibor ORP
s novym suborom OBP bez 10 % najmensich a 10 % najvacsich hodnot. V obdobnej situacii
by sme sa ocitli, ak by sme mali udaje o spokojnosti zdkaznikov s urCitym produktom
a zaujimalo by nés, ¢i miera tejto spokojnosti je ind pre muzov ako pre zeny, pripadne pre
Pudi mladsSich ako 18 rokov a starS§ich ako 18 rokov a podobne. V programovom baliku
UsingR je databdza reaction.time, V ktorom mame Styri premenné: vek respondenta,
jeho pohlavie, ¢i pouzival mobilny telefon pri jazde autom ajeho reakény c¢as. Ak ndas
zaujima, ¢i je rozdiel medzi reakénym Casom respondentov, ktori pouzivali mobilny telefén
(ozna¢ime ako T) arespondentmi, ktori mobilny telefon nepouZivali (oznacime ako C),

modzeme pouzit’ nasledovny prikaz:

> attach(reaction.time)
> boxplot (reaction.time$time~control,
10, xlab = c("skupiny"),

col = grey(0.7),
ylab = "reakCny cas")

density =
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Obrazok 3.12: Box — plot reakéného Casu vodicov
Zdroj: viastné spracovanie v programe R

Priklad 3.21

Porovnajte histogram a box — plot reakéného Casu a porovnajte zakladné deskriptivne
Statistiky medzi dvoma subormi. Je rozdiel v reakénych ¢asoch dvoch skupin vyrazny? Vas
zaver zdovodnite.

Jeden zo spdsobov ako rozdelit’ sibor podl'a jednej premennej je napisat’ kratky skript:

mobile <- c(); cont <- c{()
for (i in l:length(reaction.time$control)) {
if (reaction.timeS$Scontrol[i] == "T") {

mobile <- c(mobile, reaction.timeStime[i])
}

else {

cont <- c(cont, reaction.time$Stimel[i])

}

}

+ 4+ + A+ + A+ + VoV

Vyrazne jednoduchSou moznostou vSak v tomto pripade je pouzit' logické operatory

a indexovanie datovych vektorov:

> cont <- reaction.timeS$Stime|[reaction.time$control == "C"]
> mobile <- reaction.timeS$time[reaction.time$Scontrol == "T"]

Uz sme si ukazovali ako v programe R zobrazit’ jeden alebo viac box — plotov. V tejto Casti

si tito problematiku dalej rozvinieme a ukdZeme si aj zobrazovanie X-y grafov pri
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viacrozmernych Statistickych siboroch. Na zaciatku budeme pracovat’ s databdzou ewr
(UsingR). Databaza zobrazuje ¢as potrebny na pripravu odletu (taxi-out) od opustenia
brany po samotny vzlet, ako aj as pristavania (taxi-1in), ¢o predstavuje ¢as od kontaktu
s pristavacou drahou po otvorenie brany lietadla. Premenna inorout triedi hodnoty v
riadkoch na taxi-in a taxi-out &as. Cim je tento ¢as kratsi, 0 to efektivnejsie (z
hladiska letiska) je vyuzity Cas lietadla na letisku. Zobrazime box — plot taxi-in ¢asov
pre jednotlivé letecké spolo¢nosti (Obrazok 3.13). Pri takto zostavenej databaze je jednou z

moznosti nasledujtici (pomerne pracny) postup:

> new <- ewr[inorout == "in", ]

> new <- newl[,3:10]

> par (mfcol = c(1,8))

> minimum <- min (sapply(new, min))

> maximum <- max (sapply(new, max))

> boxplot (new$SAA, col = "black", main = "AA", ylim = c(minimum,
maximum) )

> boxplot (new$SCO, col = "black", main = "CO", ylim = c(minimum,
maximum) )

> boxplot (new$DL, col = "black", main = "DL", ylim = c(minimum,
maximum) )

> boxplot (new$SHP, col = "black", main = "HP", ylim = c(minimum,
maximum) )

> boxplot (new$SNW, col = "black", main = "NW", ylim = c(minimum,
maximum) )

> boxplot (new$STW, col = "black", main = "TW", ylim = c(minimum,
maximum) )

> boxplot (newSUA, col = "black", main = "UA", ylim = c(minimum,
maximum) )

> boxplot (new$US, col = "black", main = "US", ylim = c(minimum,
maximum) )
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Obrazok 3.13: Box — ploty taxi-in ¢asu leteckych spolo¢nosti
Zdroj: viastné spracovanie v programe R

Z takto zostavenych box — plotov mézeme vidiet’ urcité rozdiely v ¢asoch, ktoré potrebuju

na pristatie rozne letecké spolo¢nosti. Podobne mézeme postupovat’ aj pri taxi-out asoch.

V dalsom priklade pouzijeme databazu babies (UsingR). Najprv si databazu
upravime a zobrazime box — plot, kde nas zaujima, ¢i existuje vztah medzi dobou tehotenstva
zien a vysky prijmu doméacnosti. Samozrejme, dizka tehotenstva Zien je dana fyziologicky,
avSak urcitd odchylka od 40 tyZdnov existuje. Za normalne sa spravidla povaZuje trvanie
tehotenstva v intervale od 37 do 42 tyzdnov. Z toho teda vyplyva, ze existuje urita variabilita
v celkovej dizke. Je zaujimavé sledovat, ¢ tuto variabilitu je mozné vysvetlit pomocou
Zivotospravy Zien, socidlneho, spolocenského alebo ekonomického prostredia atd’.. Prvym
krokom k takejto analyze moze byt zobrazenie box-plotov pre rdzne trovne tychto prostredi.
V tomto priklade nés zaujima vyska prijmu domécnosti.

Zacneme Upravou databazy, ked’ze v niektorych tidajoch su ¢isla ako 999, pripadne 98,
ktoré znamenaj, Ze pozadovany udaje pre daného respondenta nebol namerany. Tieto
hodnoty musime z dajovej zaklade vylucit, ked’ze ide len o kody, nie o skutoéné hodnoty

premennych.

> attach (babies)

> new <- subset (babies, subset = gestation != 999 & inc !=
98, varwidth = TRUE)

> detach (babies)

> attach (new)
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> boxplot (gestation~inc, pch = 19, names = c("<2.49", "2.5-
4.99", "5-7.49", "7.5-9.99", "10-12.49", "12.5-14.99", "15-
17.49", "17.5-19.99", "20-22.49", "25<"), xlab = "prijmové

kategérie v tis. USD za rok", ylab = "di?ka tehotenstva", col
= grey(0.5), cex.lab = 1.3, cex.axis = 1)
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Obrazok 3.14: Box — ploty dizky tehotenstva (po&et dni) v zavislosti od prijmu
Zdroj: viastné spracovanie v programe R

Z predchadzajliceho obrazku nie je vidno vyrazny posun v medianoch. Pre jednotlivé

box - ploty sa meni prijmova kategoria, ale posun v medianoch sa javi ako minimalny. Na

druhej strane, urcité rozdiely badat’ vo variabilite. VSimnite si, Zze vyskyt extrémnych hodnot

je zrejme Castejsi pri niz§ich prijmovych kategdriach a to oboma smermi. Skiisme sa pozriet’
na dal§i vztah, ktory sa javi ako realnejsi. Budeme porovnavat dizku tehotenstva Zien
Vv zavislosti od toho, ¢i ide o faj¢iara. PouZijeme na to d’alSiu sériu box — plotov.
> attach (babies)
> new <- subset (babies, subset = gestation != 999 & smoke !'= 9 &
smoke !=3)
> detach (babies)
> boxplot (newSgestation~new$Ssmoke, pch = 19, names = c("nikdy",
"aj pocas tehotenstva", "aZz do tehotenstva"), xlab =
"fajdenie", ylab = "dl?ka tehotenstva", family = "serif", col
= grey(0.5), cex.lab = 1.5, cex.axis = 1.3)
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Obrazok 3.15: Box — ploty dizky tehotenstva v zavislosti od fajéenia

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

Zaujimavé je, Ze znova nevidno vécSie posuny V medianoch, ale skor rozdiely vo

variabilite, priom prave u Zien, ktoré nepatrili k fajéiarom je variabilita dizky tehotenstva

zrejme najvyssia.

Dalej si priklad rozvinieme o d’al$iu premennu a tou je véha narodené¢ho dietata

(merana v unciach). Zaujimat' nas bude vztah medzi vdhou a dizkou tehotenstva, teda

zostrojime X-y grafy pre rozne skupiny fajciarov.

> attach (babies)

9 &

> new <- subset (babies, subset = gestation != 999 & smoke !=
smoke != 3)

> detach (babies); attach (new)

> ming <- min(gestation); maxg <- max(gestation);

> minwt <- min(wt); maxwt <- max(wt);

> par (mfrow = c(3, 1))

> plot(gestation[smoke==0], wt[smoke==0], pch = 19, col =
"black", xlab = "tehotenstvo", ylab = "vé&ha", cex = 0.5,
cex.lab = 1.7, cex.axis = 1.5, xlim = c(ming, maxg), ylim =
c(minwt, maxwt), main = "NIKDY", cex.main = 2)

> plot(gestation[smoke==1], wt[smoke == 1], pch = 19, col =
"red", xlab = "tehotenstvo", ylab = "védha", cex = 0.5, cex.lab
= 1.7, cex.axis = 1.5, xlim = c(ming, maxg), ylim = c(minwt,
maxwt), main = "FAJCIAR", cex.main = 2)

> plot(gestation[smoke==2], wt[smoke == 2], pch = 19, col =
"darkgreen", xlab = "tehotenstvo", ylab = "v&ha", cex = 0.5,
cex.lab = 1.7, cex.axis = 1.5, xlim = c(ming, maxg), ylim =
c(minwt, maxwt), main = "BYVALY FAJCIAR", cex.main = 2)
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Obrazok 3.16: x-y graf dizky tehotenstva a vahy narodeného dietat’a v zavislosti od fajéenia
Zdroj: viastné spracovanie v programe R

V predchadzajucom obrazku su vSetky osi nastavené na rovnaké velkosti §kal ¢o

ulahCuje porovnanie. AZ na extrémne hodnoty vSak zasadné rozdiely medzi jednotlivymi

skupinami nebadat. Zrejme by bola potrebna podrobnejSia analyza v podobe regresnej

analyzy.

Na zéaver ukézka z niektorych pokrocilejSich grafov pomocou programového balika

lattice.

> library(lattice)

> attach (babies)

> options (lattice.theme = "col.whitebg")

> histogram(~wt|factor (smoke), data = babies, subset = wt !'= 999
& smoke != 9)

> densityplot (~wt|factor (smoke), data = babies, subset = wt !=
999 & smoke != 9)

> bwplot (gestation~factor (inc), data = babies, subset =
gestation != 999 & inc != 98)

> xyplot (wt~gestation|factor (smoke), data = babies, subset = wt
!'= 999 & gestation != 999)

3.5 Uvod do prace s databazami v programe R

Pod vyrazom databazové objekty v zasade budeme rozumiet’ tzv. data frames.

Praca s datami je v skuto¢nosti podstatne viac ¢asovo ndrocnéd ako samotnd analyza (do toho
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nepocitame naStudovanie metodologie). Doteraz sme pracovali s databazovymi objektmi v

programe R, ktoré boli k dispozicii v rdznych programovych balikoch. Pri ukazke, akym

spdsobom importovat’ idaje do programu R, sme sa problematiky databazovych objektov uz

raz dotkli. Na tomto mieste si ukaZzeme, akym spOsobom tieto objekty vytvarat. Zacneme

troma objektmi: x <- 1:10; y <- letters[rep(1:2, 5)]; z <- 1:15
Vyskusame tieto tri objekty spojit’ do jednej databazy:

> data.frame(x,y, z)
Error in data.frame(x, vy, 2z)
arguments imply differing number of rows: 10, 15

Dostavame chybové hlasenie. Objekty v databaze by mali mat’ rovnaky rozmer,

v tomto pripade rovnaku dizku.

> data.frame (x,Vy)
Xy
1 1 a
2 2 b
3 3 a
4 4 Db
5 5 a
6 6 b
7 7 a
8 8 b
9 9 a
10 10 b

Uvedené pravidlo sa netyka zoznamov (objektov s nazvom 1ist).

> list(x,vy,2z)
[[1]]

[1] "a" "b" "a" "b" "a" "b" "a" "b" "a" "b"

1y 1. 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15

Rozdiel medzi data.frame () a list() spoCiva v tom, ze kym v list ()
modzeme mat’ rézne objekty (vratane data.frame) V data.frame by sme mali mat
datové vektory (hodnoty v datovych vektoroch nemusia byt nutne realne ¢isla). Na druhej
strane, na datovych objektoch méZzeme vykonévat’ niektoré operacie, ktoré na zoznamoch nie.

Jednotlivé prvky tychto databazovych objektov pomenovat'.

> a <- list("x je meno" = x,"y je meno" = y)
> a
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$°x je meno’
[1] 1 3 5682469
$'y je meno
[1] 2 4 6
> as$x
[1] 1 356824569
> a$"x je meno"
[1] 1 3 5682469
Naopak to mdze byt’ problém, vyskusajte:
> b <- list(x = "x je meno", y = "y je meno")
> bSx

[1] "x je meno"
> b$"x je meno"
NULL

Pri data. frame je postup podobny ako sme si ukazali skor, napriklad pri tvorbe

tabuliek alebo niektorych grafov (dotchart, piechart, barplot).

> ¢ <- data.frame (x,V)
> names (c)

(11 "x™ "y"

> names (c) <- c("x je meno",
> names (c)

[1] "x je meno" "y je meno"

"y je meno")

Pre istotu si zopakujeme, Ze rozmer databazového objektu vieme zistit pomocou

funkcie dim () podobne ako pri maticiach, pripadne ak bude sta¢it’, mdzeme pouzit’ funkciu

length ().

| dim(a); dim(b); dim(c); length(a); length(b); length(c) |

Na viacerych miestach sme sa uZ stretli s odkazom na premenné v databazovych

objektoch. Pre uplnost’ si ich zopakujeme. Ak sa potrebujeme odkazat' na premennu urcitej

databazy, pouZijeme $, napr: c$"x je meno". Iny sposob je c[1].} TakZe ak chceme

vypocitat’ napriklad aritmeticky priemer prvej premennej, mdézeme to uskutocnit ako:

mean (c[1]). Ukazeme sirdzne priklady na databdze mtcars.

attach (mtcars)
> mtcars["Honda Civic", ]
zatvorke!

# vSimnite si Ciarku v hranatej

4 Existuju aj uplne odlisné typy objektov, ktoré majii rozne Gasti, na ktoré sa mozeme odkézat’ pouzitim inych

operatorov, napr. @.
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mpg cyl disp hp drat wt gsec vs am gear carb

Honda Civic 30.4
> mtcars|[, "mpg"]

4 75.7 52 4.93 1.615 18.52 1 1 4 2

[1] 21.0 21.0 22.8 21.4 18.7 18.1 14.3 24.4 22.8 19.2 17.8 16.4

17.3 15.2 10.4

[16] 10.4 14.7 32.4 30.4 33.9 21.5 15.5 15.2 13.3 19.2 27.3 26.0

30.4 15.8 19.7
[31] 15.0 21.4
> mtcars[1]

Mazda RX4
Mazda RX4 Wag
Datsun 710
Hornet 4 Drive
Hornet Sportabout
Valiant

Duster 360
Merc 240D

Merc 230

Merc 280

Merc 280C

Merc 450SE
Merc 450SL
Merc 450SLC

Cadillac Fleetwood
Lincoln Continental

Chrysler Imperial
Fiat 128

Honda Civic
Toyota Corolla
Toyota Corona
Dodge Challenger
AMC Javelin
Camaro 728
Pontiac Firebird
Fiat X1-9
Porsche 914-2
Lotus Europa
Ford Pantera L
Ferrari Dino
Maserati Bora
Volvo 142E

> mtcars$mpg

[1] 21.0 21.0 22.8 21.

17.3 15.2 10.4

[16] 10.4 14.7 32.4 30.

30.4 15.8 19.7
[31] 15.0 21.4

> mtcars["Honda Civic",

[1] 30.4

32.
30.
33.
21.
15.
15.
13.
19.
27.
26.
30.
15.
19.
15.
21.

DO J oo PO WNWNOOOhOSD JIDDNDWOODNOWOWDD WE J 00O O

4 18.7 18.1 14.3 24.4 22.8 19.2 17.8 16.4

4 33.9 21.5 15.5 15.2 13.3 19.2 27.3 26.0

"mpg" ]
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4 Uvod do pravdepodobnosti

4.1 Definovanie pravdepodobnosti

Tedria pravdepodobnosti bude podobne ako predosla a zvys$nd Cast’ textu prezentovana
intuitivne, s obmedzenym mnozstvom formalnych zapisov. Nasim ciel'om je sustredit’ sa na
kl'ai¢ové myslienky, ktoré povazujeme za dolezité pri empirickom skumani ekonomickych
javov. Pomerne obsiahle sa budeme venovat niektorym zndmym rozdeleniam, ich vizualizacii
a praci s obrazkami v programe R.

Bez toho, aby sme na zaciatku uviedli exaktnu definiciu pravdepodobnosti, ma zrejme
kazdy z nas nejak( predstavu o tom, ¢o sa skryva za tymto pojmom. Aby sme sa dostali
k pomerne jednoduchej definicii pravdepodobnosti, predstavme si, ze mame jednu Ciernu
Skatul'u s otvorom, do ktorej obsahu z vonku nevidime. Do tejto prazdnej Skatule vlozime 3
gul’ky r6znej farby. Povedzme zelent, Ciernu a Cervenu. Aka je pravdepodobnost, ze ak
zatrasieme Skatulou a nahodne vyberieme jednu gulku tak jej farba bude zelena? Zrejme
kazdy z nas pozna spravnu odpoved’, pravdepodobnost’ bude 1/3.

Predstavme si d’alej, Ze do tejto Skatule vlozime d’alSie 3 gul’ky, pricom nevieme, ktora
ma aku farbu. Jediné ¢o vieme je, Ze tieto gulky moézu mat znova zelent, Ciernu alebo
Cervenu farbu. Znova sa opytame rovnaku otazku. Ak zatrasieme touto Skatul'ou a vyberieme
Z nej jednu gulku, aka je pravdepodobnost’, Ze vybrand gul'’ka bude zelena? Zrazu je odpoved’
komplikovanejsia, ked'ze nepozname pocty farieb v skatuli. Uvedenu situaciu si mozeme

znazornit’ na nasledujucom obrazku.

OO0
900 000

Obrazok 4.1: A) 3 gul’ky; B) 6 guliek, 3 so zndmou farbou, 3 s neznamou farbou
Zdroj: viastné spracovanie

Otéazkou teda je, ako zistime pravdepodobnost, Ze ndhodne vybrana gulka bude mat’

zelent farbu. Jednym rieSenim je zobrat' Skatul'u a vybrat znej jednu gulku a zapisat’ si
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vysledok™. Gulku potom vratime do $katulky, zatrasieme fiou a pokus opakujeme. Vysledok
z kazdého takéhoto pokusu si pritom zapiseme do tabul’ky. V jednom riadku budu javy, ktoré
mozu nastat’ (farba: zelend, cierna a cervena) a v druhom pocet, kol'ko krat nastali. Ak by
sme tento pokus vykonali vela krat, povedzme 10000 krat, zakazdym za tych istych
podmienok, zrejme by sme pre kazdu farbu dostali podiel, kol’ko spomedzi vsetkych pokusov
sa vybrala prave konkrétna farba. V nasledujucej tzv. pravdepodobnostnej tabul’ke su

vysledky z takto simulovaného procesu.

Tabulka 4: Pravdepodobnostna tabul’ka

v

JAV Zelena  Cierna Cervena

PODIEL 0.503 0.320 0.177

Zdroj: viastné spracovanie

Ugelom tohto prikladu bolo intuitivne vysvetlit’ jeden z pristupov k pravdepodobnosti.
Podla vysledkov zapisanych v uvedenej tabul'ke mozeme vidiet, Ze najcastejSie sme vybrali
gul’ku zelenu, ateda zrejme bude najpravdepodobnejSim vysledkov ak realizujeme jeden
pokus. Potom ¢iernu a nakoniec ¢erventi gul’ku. Ide o pristup, ktory vychadza z empiricky
nameranych udajov aje zrejme prirodzenej intuicii najblizSie. Tymto spdsobom vieme
odhadnut, kolko guliek je ktorej farby (3 zelené, 2 Cierne a 1 cCervend). Ddlezité je, ze
jednotlivé pokusy by mali byt realizované za pribliZzne rovnakych podmienok. Inak sa mozZe
stat’, ze vysledok pokusu ovplyvni in4 skuto€nost’. Ak by sme ako prva gul’ku vybrali zelenq,
vlozili ju naspat do Skatule na vrch, a Skatulou nezatriasli, 'ahko by sa mohlo stat, ze
v d’alSom pokuse znova vyberieme tu istu gul’ku. Nase vysledky by boli zrejme skreslené. Ide
teda 0 pokus, ktorého vysledkom je nahodny jav. Co je jav, ktory nevieme s istotou
predvidat. Opakom je tzv. jav deterministicky. Dalsim dolezitym detailom je, Ze jednotlivé
pokusy by mali byt na sebe nezavislé v zmysle, Ze vysledok jedného pokusu by nemal
ovplyvnit’ vysledok druhého pokusu. V spoloc¢enskych vedach je dodrZanie tychto podmienok
neraz pomerne problematické. Ak robime analyzu ¢asovych radov, neraz su za sebou iduce
pozorovania navzdjom zavislé (ide o tzv. autokorelaciu). Aj vizualny pohl'ad na vyvoj HDP
krajiny naznacuje, Ze HDP krajiny sa nemeni ndhodne, ale ma urciti tendenciu kopirovat
vyvoj z minulosti @ meni sa len pomaly.

Vratme sa eSte raz k pokusu s gulkami. Ak nas zaujima pravdepodobnost, ze

vytiahneme zelent farbu a tito skuto¢nost’ si symbolicky oznac¢ime ako P(A), priCom pocet

> Samozrejme mohli by sme celu $katulku vyprazdnit’ a zistit' Go je v nej, ale to na§ myslienkovy experiment
nedovoluje.
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pokusov je n a pocet vysledkov pokusov, v ktorych nastal jav A, si ozna¢ime ako A(n), potom
P(A) (ak existuje také realne Cislo) si mézeme zapisat’ ako:
P(A) = lim Aln) (4.1)
N N

Samozrejme, nekone¢ny pocet pokusov nikdy neziskame, ateda Casto nam situacia
neumoznuje zistit’ ani presni pravdepodobnost. Mozeme vSak rozumne predpokladat’, ze ak
su pokusy nezavislé arealizované za tych istych podmienok, tak ¢im viac pokusov
realizujeme, tym bude odhad pravdepodobnosti presnejsi. S takymto poznanim si zvycajne
vystacime.

V spolocenskych vedach sa idaje ziskavaji pre pochopenie spravidla hromadnych
javov. Teda javov, ktoré sa skladaju z individualnych javov. Nakup produktu v banke od
jedného zakaznika je jav individualny. Zriedkakedy nés zaujima preco doslo k nakupu prave
ujedného konkrétneho zakaznika. To Co nas spravidla zaujima je, preco zakaznici vo
vSeobecnosti nakupuju tento produkt. Vlastnosti jedného zdkaznika budu iné ako vlastnosti
celej skupiny zdkaznikov.

Definicia pravdepodobnosti vo vztahu (4.1) je tzv. definicia pravdepodobnosti cez
pocetnosti alebo aj Statisticka definicia pravdepodobnosti, ¢i frekventisticka definicia
pravdepodobnosti. Jednoduch4, intuitivne jasnad a Vv praxi Casto pouzitelnd. Inou vyzvou by
bolo urcit’ pravdepodobnost’, Ze na zem dopadne meteorit vi¢si ako je plocha mesta Praha. Ide
0 jav, ktory zrejme nie je hromadny. Tu nemo6zeme realizovat mnoZstvo pokusov a potom
vyhodnotit” pocetnost’ jednotlivych vysledkov. Ide o zriedkavy jav. Tu nam naSa definicia
pravdepodobnosti nepomdze. Jednou zmoZnosti je tzv. subjektivne stanovenie
pravdepodobnosti, kde sa napriklad dopytuji experti.

V d’al$ej Casti strucne zadefinujeme tzv. axiomaticka definiciu pravdepodobnosti.
Axidma je tvrdenie, ktorého pravdivost’ sa nedokazuje.

Nech mnoZina F je mnoZina vSetkych javov a mnoZina Sje mnoZina vSetkych
elementarnych javov. MnoZina F zahriiuje vSetky podmnoZiny mnoZiny S, mnoZinu
S samotnt a prazdnu mnozinu. Elementarny jav si definujeme ako jav, ktory sa neda
rozlozit' na mensie javy. Pre zjednodusenie si vztah mnoziny F a S vysvetlime na priklade
s hadzanim kocky. Pri hadzani kocky mdze padnat’ 'ubovol'né ¢islo z mnoziny elementarnych
javov S =4{1, 2, 3, 4, 5, 6}. Jav (prvok mnoziny F) je ale udalost’, ktora je predmetom nasho

zdujmu. Mdze nas napriklad zaujimat’, ¢i padne parne alebo neparne ¢islo. Ci padne prvocislo
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({2, 3, 5} € F) alebo ¢islo mensie ako 3 ({1, 2} € F) alebo 'ubovol'na kombinéacia z tychto
a mnoho inych j avov'®. Prvii axiomu si mdZzeme zapisat’ ako:

VAeF:P(A)>0 (4.2)
Pravdepodobnost’, Ze nastane nejaky jav A € F je reédlne Cislo p také, ktoré pre vsetky

javy A € F je vzdy nezaporné.

P(S)=1 (4.3)
Druhé axiéma hovori, Ze mdézeme s istotou tvrdit, ze nastane nejaky jav z mnoziny

vSetkych elementarnych javov. Ak by sme hadzali Standardnou hracou kockou a zaujimalo by
nas iba cislo, ktoré padne, potom mnozina vSetkych moznych javov F obsahuje mozné
kombindcie prvkov S. Tato axiéma zaroven hovori, ze kazdému vysledku pokusu zodpoveda
nejaky elementarny jav (prvok z mnoziny $). Daldim dosledkom je, Ze ak nepozname vsetky
mozné javy, ktoré mdzu nastat, nemozeme poznat pravdepodobnost’ nastania akehokolvek

javu. Majme:

m

AP AL ANA =T i=j: P(AUA, u...uAm):ZP(Ai) (4.4)
i=1
Tretia axioma hovori o aditivnej vlastnosti pravdepodobnosti. Pravdepodobnost’, ze

padne ¢islo 2 alebo ¢islo 3, je stcet pravdepodobnosti padnutia ¢isla 2 a pravdepodobnosti
padnutia Cisla 3.

Trojici (S, F, P) hovorime pravdepodobnostny priestor, kde S je mnozina vSetkych
moznych elementarnych javov, F je mnozina javov (ktoré st predmetom naSho zaujmu) a P
je pravdepodobnostnd miera. V tomto pripade si mézeme ukazat’ niekol’ko zakladnych viet,
ktoré je mozné odvodit’ z tychto axiom.

Pravdepodobnost’, Ze nastane Ziadny jav je nulova:

P(@)=0 (4.5)
Pravdepodobnost’, Ze nastane jav A je menSia alebo rovna ako 1:
P(A)<1 (4.6)
Pravdepodobnost’, ze nenastane jav A je:
P(AC)=1-P(A) @.7)

Kde hornym indexom C ozna¢ujeme doplnok k javu A. Ak z nastania javu A vyplyva

nastanie javu B (pricom to nemusi platit’ naopak), potom:

AcB a P(A)<P(B) (4.8)
Pravdepodobnost’, Ze nastane jav A alebo jav B je:
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB) (4.9)

¢ Zaujimavym désledkom je, Ze sucet pravdepodobnosti pre vietky javy z mnoZiny F méZe byt va&si ako 1.
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Pre 'ubovol'né javy A a B plati:
P(AnB)=P(A)- P(ANEB°) (4.10)

Pravdepodobnost’, Z7e nastane jav A ak nastane jav B, oznaCujeme ako P(A| B)

a hovorime tomu podmienend pravdepodobnost’. Z axiém d’alej vyplyva:
P(A)P(BA)
p(i)- AP

P(B)
Ide o tzv. Bayesovu vetu. Mozny priklad, na ktorom je mozné tto vetu vysvetlovat

(4.11)

je vychadza z diagnostiky pacientov'’. Majme populaciu Zien vo veku 45 rokov. Z tejto
populacie méa 1 % Zien rakovinu prsnika. V 80 % pripadov Zien, ktoré majui rakovinu prsnika
sa aj Vv skutoCnosti diagnostikuje rakovina prsnika. V 9.6 % pripadov zien, ktorym sa
diagnostikuje rakovina prsnika ju v skutocnosti nema. Akéa je pravdepodobnost, ze ak
nahodne vybranej Zene diagnostikuju rakovinu prsnika, tak ju aj v skuto¢nosti bude mat™? Ide
o zaujimavy priklad, kde nastanie javu B (diagnostikovanie rakoviny) spresiiuje
pravdepodobnost’ nastania javu A (rakovina prsnika). Zo =zadania je zrejmé, ze
pravdepodobnost, ze Zena bude mat v skutoCnosti rakovinu je P(A) = 0.01, dalej
pravdepodobnost’, Ze ak ma zena rakovinu, tak test jej chorobu odhali je P(BJA) = 0.8. Este je
potrebné urcit’ pravdepodobnost’, Ze test bude pozitivny (jav B). Ak v 80 % pripadov Zien,
ktorym sa diagnostikuje rakovina prsnika ma v skuto¢nosti rakovinu prsnika, tak potom 0.8 x
0.01 hovori o tom, aka je pravdepodobnost, Ze u ndhodne vybranej zeny bude test pozitivny,
ak tato zena ma rakovinu. Dalej vyraz 0.096x0.99 hovori o tom, aka je pravdepodobnost’, Ze
u nadhodne vybranej Zeny bude test pozitivny, ak tito Zena nemd rakovinu. Spolu je tak
pravdepodobnost’, ze test bude pozitivny P(B) = 0.8x0.01 + 0.096x0.99 = 0.10304. Tento
tvar je mozné prepisat’ nasledovne: P(B) = P(B|A)P(A) + P(BJA®)P(A%). O tento tvar je mozné
rozsirit’ vztah (4.11). Vysledok je potom priblizne 0.078, ktory nam hovori o tom, Ze ak sa
diagnostikuje Zene rakovina prsnika, tak pravdepodobnost’ Ze ju v skuto¢nosti bude mat je
0.078. Tento vysledok je ¢asto vnimany ako pomerne kontraintuitivny. Jednym z dévodov
preco ide o tak malé Cislo je v tom, Ze tento test v pomerne vela pripadoch déva falo$né
signaly (9.6 % medzi zdravymi Zenami — predstavte si v kolkych pripadoch budi Zeny
chybne diagnostikované, ak sa testom podrobi 1000 Zien). K tejto problematike sa dostaneme
neskor. Zaujimavou Crtou tejto vety je skutoCnost, Ze nam umoznuje blizSie urcit
pravdepodobnost’ nastania urcitého javu V pripade, Ze nastane jav iny. V tomto pripade vieme

vyhodnotit, nakol’ko nam pomdze diagnosticky ndstroj ndjst’ rakovinu. Aj ked nejde o

" Prevzali sme ho z http://oscarbonilla.com/2009/05/visualizing-bayes-theorem/; dostupné online [17.02.2012].
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dokonaly diagnosticky nastroj, v praxi pomaha, kedze z1 % sme sa dostali na 7.8 %.
Pravdepodobnosti P(A) sa hovori ,,prior“. Ide o dopredu znamu informéaciu. P(B|A) a P(BJA®)
si podmienené pravdepodobnosti, ktoré su tiez dopredu zndme. VSimnime si, ¢o by sa stalo,
ak by tieto podmienené pravdepodobnosti boli rovnaké. Znamenalo by to, ze pouzitim testu
by sme diagnostikovali rakovinu s rovnakou pravdepodobnostou u zdravych ako aj u chorych
zien. Asi by neslo o dobry test, ked’Ze by nebol schopny rozliSovat’ medzi tymito dvoma
stavmi. Uvedené vyplyva aj z jednoduchych formalnych aprav: P(BJA) = P(BJA®), taktiez plati
P(A) = 1 — P(A%), potom: P(A|B) = (P(A)P(B|A))/(P(B|A) P(A) + P(BIA) (1 — P(A%)) = P(A). Z
toho teda vyplyva, Ze nastanie javu B nam nijakym spOsobom nepomaha vysvetlit
pravdepodobnost’ nastania javu A. Tymto sa dostavame k uzito¢nej definicii nezavislosti
javov.

MoézZeme si teraz priamo zadefinovat’ pojem nezdvislosti. Ak mame jav A a B, potom
hovorime, Ze su tieto dva javy Statisticky nezavislé, ak plati:

P(A), P(B) > 0 A P(AIB) = P(A) alebo P(A), P(B) > 0 A P(B|A) = P(B), resp. ak plati
P(A N B) =P(A)P(B).

Priklad 4.1

Nasledujtci priklad predstavuje pomerne znamy paradox. V televiznej sitazi moderator

stitaziacemu ukéze tri dvere. Za jednymi dverami sa skryva auto, za ostatnymi dvoma nic.

Moderator vie, za ktorymi dverami sa nachadza auto. Moderator vyzve sutaziaceho, aby si

vybral dvere. Ak si vyberie dvere za ktorymi je auto, toto auto vyhrava. SutaZiaci si

vyberie dvere €. 1, avSak tie ostavaju eSte stale zatvorené. Z ostavajucich dvoch dvert,

moderator jedny dvere otvori. Otvori samozrejme dvere, za ktorymi ni¢ nie je, povedzme

dvere €. 3. Nasledne vyzve sut'aziaceho, aby bud’ zotrval na svojej povodnej vol'be (dvere

¢. 1) alebo zmenil svoju vol'bu (ha dvere €. 2). Otdzkou je, o ma sit'aziaci urobit’, resp.

inak povedané, aku stratégiu ma sitaziaci na zaciatku zvolit': zmenu vol'by alebo zotrvanie

pri poévodnej vol'be?

Je zrejmé, Ze na zaciatku je pravdepodobnost’, Ze sitaziaci vyberie spravne dvere 1/3. Aby

sme zistili spravnu odpoved’ na otazku, mbézeme si znazornit vSetky mozZné situacie

a volby sutaziaceho. Predpokladajme, ze si vyberie dvere €. 1.

- Za dverami €. 1 je auto. Ak ostane pri svojej vol'be vyhrdva auto. Ak zmeni svoju
vol'bu auto nevyhra.

- Za dverami €. 1 nie je auto. Auto je za dverami ¢. 2. Moderator otvori dvere €. 3. Ak

ostane pri svojej vol'be nevyhra auto. Ak zmeni svoju vol'bu auto vyhra.
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- Za dverami €. 1 nie je auto. Auto je za dverami ¢. 3. Moderator otvori dvere ¢. 2. Ak
ostane pri svojej vol'be nevyhré auto. Ak zmeni svoju vol'bu auto vyhra.

Ak nebude svoju volbu menit, v scenaroch vyhra iba v jednom z troch pripadov, ¢o

zodpoveda pravdepodobnosti 1/3. Ak bude svoju volbu menit, v scenaroch vyhra auto

v dvoch z troch pripadoch, ¢o zodpoveda pravdepodobnosti 2/3. Preto sa sut'aziacemu

oplati zmenit’ svoju vol'bu.

4.2 Rozdelenie pravdepodobnosti

V tejto Casti sa budeme venovat’ pojmom ako ndhodnid premenna a pokusime sa
intuitivne  priblizit vyznam rozdelenia pravdepodobnosti. Nevyhneme sa uritym
formalnej$im zapisom ani zjednoduseniam. Pre bezné pouzivanie Statistiky nie je nutné tieto
formalne zéapisy ovladat (je to nesporne vyhodou), na druhej strane, ak Citatel
prostrednictvom nich najde motivaciu K podrobnejSiemu $tudiu, moze k tomu pouzit’ Studijni
literatiru venujucu sa matematickej Statistike a pravdepodobnosti.

Ak vykoname nejaky pokus (v spolocenskych vedach tu patri aj dopytovanie sa 0sob)
a s istotou nevieme povedat, aky bude vysledok tohto pokusu, hovorime, ze to, ¢o je
predmetom pokusu (to ¢o meriame) je nahodny jav. Nahodna premenna je funkcia, ktora
prirad'uje vysledku pokusu realne &islo*®. Majme pravdepodobnostny priestor (S, F, P), potom

za ndhodnu premennt budeme povazovat funkciu X: S — R.

Priklad 4.2

Vysledkom pokusu nemusi byt len realne ¢islo. Moze to byt farba (aka farba sa paci
zakaznikom?), vlastnost’ (typ osobnosti pri psychoteste) a podobne. Je vSak pravdou, Ze
uprednostiujeme cCiselné vyjadrenie ndhodného javu, apreto ak to je mozné, vysledky
zmysluplne kédujeme. Ak napriklad nejaky jav moze, resp. nemusi nastat’, tak nastanie
oznacime redlnym ¢islom 1 a nenastanie 0. Je teda vhodné uz pri planovani experimentov,
vyskumov a prieskumov mysliet’ na tuto skutocnost’ a snazit’ sa vymysliet’ také premenné,
ktoré¢ bude mozné merat’ pomocou realnych Cisel na tzv. podielovej alebo intervalovej
Skale.

Ak nés pri hadzani kocky zaujima, ¢i padne parne alebo neparne ¢islo, potom nédhodna

premennd nam podla vysledku pokusu vrati hodnotu 1 (parne cislo) alebo 0 (neparne

8 Nami pouzita definicia ndhodnej premennej nie je najvieobecnejiia. Vysledkom nahodného javu méze byt aj
kvalitativna premenna, kde je zrejme vzdy mozné urobit’ kodovanie do mnoziny R.

81



¢islo), v zavislosti od toho, aky elementarny jav nastane ({1, 3, 5} v pripade neparneho

vysledku a {2, 4, 6} v pripade parneho vysledku).

Budeme rozliSovat’ medzi dvoma skupinami nahodnych premennych. Spojité nahodné
premenné a diskrétne nahodné premenné®™. Diskrétne nahodné premenné nadobudaju iba
hodnoty, ktorych pocet je kone¢ny alebo maji spocitatelny pocet moznych hodndt. Spojita
nahodna premenna moze nadobudnut’ T'ubovolnti hodnotu medzi I'ubovolnymi dvoma
roznymi hodnotami. V niektorej literatire sa s vymedzenim diskrétnej nahodnej premenne;j

modzeme stretnut’ aj tak, ze pokial’ ndhodna premenna nie je spojita, potom je diskrétna.

Priklad 4.3

Diskrétna nahodna premenna je napriklad pocet autobusov na zastavke v priebehu jednej
hodiny alebo pocet spravnych odpovedi na teste, pripadne pocet vyhercov v lotérii.
Spravidla sa jedna o ,,poc¢et”. Spojita nahodna premenna moze byt vyska, vaha l'udi, objem
vody vo fTasi a podobne. Nie vzdy je l'ahké zistit’, ¢i nahodna premenna je diskrétneho
alebo spojitého charakteru?. Napriklad peniaze st spojita nahodné premennd. To, Ze nie su
technicky nekonecne delitelné (ked’Ze najmensi je 1 cent, ak mame na mysli eura), na tejto
skutocnosti ni¢ nemeni. Je rozdiel medzi skalou, pomocou ktorej meriame prejavy

premennej a samotnou nahodnou premennoul.

4.2.1 Rozdelenie pocetnosti

Vychadzajme zo situdcie, kde mame 10000 pokusov, pri ktorych haddZzeme férovou
kockou. Po 10000 pokusoch st vysledky zndzornené v nasledujucej tabul'ke. Tejto tabulke
hovorime tabulka rozdelenia pocetnosti. Rozdelenie pocetnosti zaznamenava, S akou
pocetnostou nastavaju rozne javy, ked’ze kazdému javu priradi pocetnost’ (rozdelenie) jeho

vyskytu.

9 Mbze existovat aj pripad, ked ndhodna premenna je na nejakom intervale povedzme <0,1> spojita, na (1,2)

nie je definovana ana <2;3> je znova spojitd. Tymto pripadom sa nebudeme venovat. Pojem spojitej
a diskrétnej premennej sme uz v predchadzajucich Castiach textu venovali urcity priestor. Na tomto mieste
vsak definujeme nahodné diskrétne a spojité premenné.

V tejto suvislosti st zaujimavé problémy ohl'adom rozdielu medzi spojitostou / nespojitostou nahodnej
premennej a prislusnej $kaly merania. Teoreticky ani jednu spojiti premennu nevieme merat tak, aby
samotné mozné vysledky pomocou meracicho pristroja mohli nadobidat T'ubovolné hodnoty. Je to
prirodzene dané technickym obmedzenim. Niektoré Statistické metddy vyzaduju, aby bola nahodna premenna
spojita. Nie vsak, aby bola skala merania spojita.

20
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Tabul'ka 5: Tabulka rozdelenia pocetnosti

JAV 1 2 3 4 5 6
POCET 1625 1695 1651 1690 1633 1706

Zdroj: viastné spracovanie

Rozdelenie pocetnosti je vhodné pouzit’ iba v situaciach, kde je celkovd pocetnost
konecnd. S pouzitim sa teda mdézeme stretnit’ najméa pri empirickych Statistickych suboroch.
Rozdelenie pocetnosti sa vizualne zndzorfiuje pomocou histogramu alebo pomocou tzv.

empirickej distribuc¢nej funkcie, ktoru si ukdzeme v d’alSej Casti.

4.2.2 Diskrétne a spojité rozdelenie pravdepodobnosti

Ak prijmeme Statistickll definiciu pravdepodobnosti, potom pravdepodobnostna
tabul’ka (Tabulka 4) by pre nas mohla predstavovat odhad rozdelenia pravdepodobnosti,
ked'’ze kazdému moznému javu prirad’uje urcitd pravdepodobnost’, s ktorou dany jav nastal.
Zadefinujeme si termin ,,rozdelenie pravdepodobnosti¢ zvlast pre diskrétne a pre spojité
premenné. V uvode tejto Casti sme nespomenuli dolezity rozdiel medzi spojitou a diskrétnou
premennou. Kym v pripade diskrétnej nadhodnej premennej ma vyznam pytat sa, s akou
pravdepodobnostou nastane nejaky elementarny jav (padne cCislo 2), tak v pripade spojitej
ndhodnej premennej musime jav definovat ako wurcity Cciselny interval (s akou
pravdepodobnost'ou bude nahodne vybrany ¢lovek mat’ vysku od 160 do 170 cm).

Dovod vyplyva zo samotnej definicie spojitej nahodnej premennej a
pravdepodobnosti. Ak mo6Ze nastat’ l'ubovol'na hodnota medzi dvoma réznymi hodnotami, tak
zrejme moZe nastat’ nekonecne vela moznosti. Ked'Ze pravdepodobnost’, Ze nastane nejaky
jav z mnoziny moznych javov je 1 atychto javov je oo, intuitivne ztoho vyplyva, ze
pravdepodobnost’ vzniku jedného z tychto javov je nekonecne mald (vel'mi blizka nule).
RieSenim je priradenie pravdepodobnosti intervalu hodn6t namiesto konkrétnym hodnotdm

ktoré ndhodnd premennd moze nadobudat’.

Priklad 4.4

Inym myslienkovym experimentom je nasledujuca situacia. Majme terc, na ktory hadzeme
Sipky. V nasom myslienkovom experimente hodime §ipku a urcite trafime ter¢. Nevieme
vsak, ktory bod terca trafime. Tychto bodov je nekonecne vel'a, a tak sa zda byt’ intuitivne
spravne uvazovat' o pravdepodobnosti zasiahnutia T'ubovolného bodu (vychadzajuc z

geometrickej definicie pravdepodobnosti) ako 0 nekoneéne malej pravdepodobnosti.

Napriek tomu, ak hodime Sipku, tak trafime nejaky bod na terc¢i. Ak si ndhodne vyberieme
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bod na ter¢i, hovorime, Ze pravdepodobnost, Ze ho trafime je takmer isto nulova. To
neznamend, ze ten jav nemdze nastat. Moze, avSak jeho pravdepodobnost’ je prakticky

nulova.

Ak X je diskrétna ndhodna premennd, hovorime, ze ma diskrétne rozdelenie

pravdepodobnosti, ak plati: zs P({s})zl, kde s su elementarne javy mnoziny vsetkych

moznych elementarnych javov SaP({s}) > 0. Inak povedané, ak s¢itame pravdepodobnost’
nastania vsetkych moznych elementarnych javov, dostaneme pravdepodobnost’ rovna 1. Inou
definiciou je nasledujuca: Diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti je pravidlo, ktoré kazdej
moznej hodnote diskrétnej ndhodnej premennej priradi pravdepodobnost, Ze nahodnad

premennd nadobudne tiito hodnotu (upravené podl'a Tkac, 2001).

Priklad 4.5

Vsimnime si pripad Standardnej hracej kocky. Vieme, Ze pri hadzani takejto férovej kocky
bude pravdepodobnost’, ze padne I'ubovolné ¢islo, vzdy rovnaka a to 1/6. To znamena, Ze
pravidlo, ktoré priradi kazdej moznej hodnote diskrétnej ndhodnej premennej (hodnotam 1,
2, 3, 4, 5 a 6) pravdepodobnost’, tak robi ,rovnomerne”“. Teda ak chceme vediet' akym
pravidlom sa riadi padnutie ¢isla na hracej kocke, odpoved’ je: rovnomernym diskrétnym
rozdelenim pravdepodobnosti. Ak by vSak kocka nebola férova, bola by rozne vyvazena,
potom nie kazdy jav by bol rovnako pravdepodobny. Nas by mohlo zaujimat’, podl'a akého
pravidla sa buda jednotlivym javom priradovat’ pravdepodobnosti. Mézeme uskuto¢nit’

experiment a toto pravidlo odhadnut’ po povedzme 10000 pokusoch v hadzani kocky.

Dolezity koncept je kumulativna distribu¢na funkcia F(X), ktora kazdej Ciselnej
hodnote x diskrétnej ndhodnej premennej X s diskrétnym rozdelenim pravdepodobnosti

priradi pravdepodobnost’, Ze ndhodna premenna X bude mensia (a rovnd) ako X:

F(x)=P(X <x) (4.12)
Niektoré dolezité vlastnosti kumulativnej distribu¢nej funkcie su:
lim F(x)=0 a lim F(x)=1 (4.13)
X—>—00 X—>+00
ak a,beR a a<b, potom F(a)< F(b), (4.14)
P(a< X <b)=P(X <b)-P(X <a) (4.15)

Spojita nahodna premenna X ma funkciu hustoty rozdelenia pravdepodobnosti f(x)
taku, ze plati:
f(x)>0, —oc0< X <00 (4.16)
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Tf (x)dx =1 (4.17)

P(X =c)=0,ceR (4.18)
Potom vieme vypocitat’ pravdepodobnost, ze nahodna premenna X nadobudne

I'ubovol'n hodnotu z Ciselného intervalu tak, Ze:

b
P(a<X <b)=[f(x)dx abeRrash (4.19)

a
Pripomenieme, ze existuji aj také rozdelenia spojitej ndhodnej premennej, ktoré

nemaju hustotu. Tymto pripadom sa nebudeme blizSie venovat. Znova vyuzijeme definiciu
podla Tkac (2001), ktory spojité rozdelenie pravdepodobnosti definuje jednoducho a vel'mi
vystizne ako: .... pravidlo, ktoré mnozine hodnot z kazdého Cciselného intervalu spojitej
ndahodnej premennej priradi pravdepodobnost, Ze nahodnd premennd nadobudne hodnotu
z tohto intervalu.

Priklad 4.6

Zoberme si ako priklad vahu novorodencov, ktord bude pre nas spojitd ndhodna premenna.
Ked'Ze nevieme exaktne akym rozdelenim pravdepodobnosti sa riadi vaha novorodencov,
prakticky postup je taky, ze najprv ziskame udaje prostrednictvom reprezentativnej vzorky,
pri¢om odhadneme spojité rozdelenie pravdepodobnosti. Na zéklade neho potom budeme
vediet' rozhodnut’, s akou pravdepodobnostou bude mat’ novorodenec véhu mensiu ako
2kg. Ak by (Cisto teoreticky) takato vaha bola malo pravdepodobna a narodil by sa
novorodenec s takou vahou, zrejme by to bol dovod na vySetrovanie priiny a 0sobitej
starostlivosti. Existuje aj iny postup, a to pomocou empirickej distribu¢nej funkcie, ktora si

popiseme neskor.

Kumulativna distribu¢na funkcia spojitého rozdelenia pravdepodobnosti ma rovnaké
vlastnosti ako pri diskrétnom rozdeleni pravdepodobnosti, avSak jednou délezitou vlastnost'ou
je, ze derivovanim kumulativnej distribu¢nej funkcie vieme ziskat'® funkciu hustoty
pravdepodobnosti.

Zatial' sme si v prikladoch ukazovali iba jedno diskrétne rovnomerné rozdelenie
pravdepodobnosti. Teoretickych rozdeleni pravdepodobnosti je pomerne vela (zrejme
v stovkach, prip. v tisicoch) a spravidla v kazdom vednom obore sa pouziva urcita skupina,
niektoré vSak predsa len povazujeme za CastejSie pouzivané a tymto budeme venovat’ kratky
prehl'ad v nasledujucej Casti. Najprv si vSak eSte definujeme dva dolezité koncepty: stredna

hodnota a disperzia.
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Stredna hodnota diskrétnej nahodnej premennej

Stredna hodnota nahodnej premennej X (nazyvana aj ocakavana hodnota) je:

E[X]=u=3 X(s)P{s}) (4.20)
seS
a stredna hodnota funkcie g(x) je:
E[g(X)]= 1g(x) = > 9(X (s))P{s3}) (4.21)

seS

Ako vyplyva ztychto vztahov, strednd hodnota ma pravdepodobnostny charakter
a vyjadruje, akt hodnotu moézeme pri danom pravdepodobnostnom rozdeleni ocakavat'.
Druhy vztah je tiez pomerne Casto pouzivanym tvarom funkcie, ktory uvddzame pre uplnost’.
V tomto texte sa mu blizSie venovat’ nebudeme.
Disperzia diskrétnej nahodnej premennej

Disperzia  vyjadruje mieru rozptylenia  hodndt v prislusnom  rozdeleni

pravdepodobnosti. Vztah na V}’/poéet disperzie diskrétnej néhodnej premennej je nasledovny:

J=Elx —uy |- D (s u)f P{s}) (4.22)

seS
Stredna hodnota spojitej nahodnej premennej

Ak spojitd ndhodna premenna ma hustotu rozdelenia f(x), potom stredna hodnota

nahodnej premennej X je:

E[X]=u= Txf (x Jdx (4.23)

Stredna hodnota funkcie g(x) je:

E[g(x)] jg f (xkix (4.24)

Disperzia spojitej nahodnej premenne;j

Pre spojitu ndhodnt premennu X plati, Ze jej disperzia je:

~ Elx - uf- T(x — ) £ (x)elx (4.25)

Priklad 4.7

Studenti si ¢asto davaju otazku, aky je rozdiel medzi aritmetickym priemerom a strednou
hodnotou. Najmad ak uvazime, ze matematicky vztah medzi vazenym aritmetickym
priemerom, kde vahy st prislusné pravdepodobnosti nastania jednotlivych hodndt, je
matematicky totozny so vztahom pre vypocCet strednej hodnoty diskrétnej nahodnej

premennej. Na ilustraciu rozdielu si pomdzeme jednou zjednodusenou analdgiou.
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Predstavme si, ze pri merani spokojnosti zamestnancov na Skale od 1 — 10 v 15-tich
pokusoch nameriame nasledujtice hodnoty:

8,9 10,11, 8,5,6,8,9,10,11, 2,9, 9, §,

Ak vypocitame aritmeticky priemer a budeme ho povazovat za strednu hodnotu, potom
zjavne predpokladdme, Ze vadha tychto hodndt je dana ich pocetnostou v stbore
nameranych hodnoét. Inou alternativou je predpokladat’, Ze spokojnost’ zakaznikov sa riadi
uréitym vybranym rozdelenim pravdepodobnosti. V takom pripade st pri vypocte strednej
hodnoty vahou ,,pravdepodobnosti® vypocitané z daného predpokladaného rozdelenia
pravdepodobnosti.

S odlisnym vysvetlenim sa mo6zeme stretntt’, ak sa rozliSuje ¢i ide o vyberovy subor alebo

0 populaciu, ¢o je vSak predmetom publikacii venujucich sa induktivnej Statistike.

4.2.3 Empiricka distribucna funkcia

Aby sme mohli zadefinovat’ empirickil distribuénu funkciu potrebujeme trochu
tematicky predbehnut. Predpokladajme, ze hodnoty ndhodnej premennej X su
Z reprezentativnej (ndhodnej) vzorky a su zotriedené tak, ze ziadne dve hodnoty vo variacnom
rade sa nevyskytuju viac ako jeden krat (podobne ako v Kapitole 3.4.1 a 3.4.4), teda X,

X(2),--» X(s)» pricom s < n, kde n je rozsah $tatistického suboru, pricom nj je absoltitna pocetnost’

A

j-tej hodnoty vo vyberovom stbore, j = 1, 2, ..., S. Potom empiricku distribu¢nu funkciu F, (X)

mozeme formalne definovat’ nasledovne:

0, ak x< X(l)

F,(x)= 1 donj Ak Xg) X< X (4.26)

XSX(j)
1 ak x> X(s)

kde absolutna kumulativna pocetnost’ je:

2] (4.27)

XSX(J-)

Priklad 4.8
Uvazujme ovzorke n = 100 novorodencov, kde nahodnou premennou je vaha
novorodenca. Ak si zoradime vahy novorodencov zistime, Ze so zaokruhlenim na jednu

desatinu mame 12 roéznych vah, t.j. S = 12 (vid’. nasledujucu tabul’ku).
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Tabul’ka 6: Vaha novorodencov

VAHA 25 27 29 30 31 32 33 35 36 38 42 438
POCET 2 5 7 10 9 14 18 12 14 7 1 1

Zdroj: vlastné spracovanie

Najmensou vahou je 2.5 kg a najvacsou 4.8 kg. Zo vztahu (4.26) vyplyva, ze hodnota

Ifn (X) pre hmotnost mensiu ako 2.5 kg je 0 (t.J. nulova pravdepodobnost’) a pre hmotnost’

vacsiu ako 4.8 kg je 1. Co to v skuto¢nosti znamend je, e pravdepodobnost, Ze vaha
novorodenca je mensia ako 2.5 kg je na zéklade vzorky 0 a zéroven, ze vaha novorodenca
je menSia ako 4.8 kg s pravdepodobnostou 1. Pre vSetky vadhy v tomto intervale plati
4

n. =
i

%Zijzln ;- Cize napriklad vaha 3.0 kg je 4-ta v poradi, tj. i = 4, zljzln j=
=2+5+7+10=24, takze Iflo0 (3.0) =24/100=0.24. Pravdepodobnost, Ze nahodne

vybrané¢ dieta bude mat’ vdhu mensiu alebo rovnu 3.0 kg je 0.24. Na nasledujucom

obrazku je znazorneny vyvoj empirickej distribucnej funkcie.

> vaha <- c¢(2.5, 2.7, 2.9, 3.0, 3.1, 3.2, 3.3, 3.5, 3.0, 3.8,
4.2, 4.8)

> pocet <- c¢(2, 5, 7, 10, 9, 14, 18, 12, 14, 7, 1, 1)

> vaha vsetko <- c()

> for (i in l:length(vaha)) wvaha vsetko <- c(vaha vsetko,
rep(vaha[i], pocet[i]))

> data <- ecdf (vaha vsetko)

> plot(data, xlab = "vaha novorodencov", cex = 1.3,
col.hor="red", ylab = "Kumulativna relativna pocetnost", lwd =
2, cex.axis = 1.2, cex.lab = 1.3, main = NA)
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Obrazok 4.2: Kumulativna distribu¢na funkcia
Zdroj: viastné spracovanie v programe R
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Empiricka distribu¢né funkcia ma nasledujuce tri vlastnosti:
e lim F,(x)=0a lim F,(x)=1,
X—>—00 X—>+00
e F:Ro <0,1> a je rastiica na R,

e F je sprava spojita, schodovita funkcia.
Prva vlastnost’ hovori, ze pre X idice limitne k + oo hodnota empirickej distribucnej
funkcie ma limitu 1 a naopak, pre X iduce limitne k — co hodnota empirickej distribu¢nej

funkcie mé limitu 0. Druhd vlastnost’ znamen4, Ze empiricka distribu¢na funkcia (d’alej EDF
z angl. Empirical Distribution Function) nadobtda hodnoty z intervalu <O,l>, ¢o je zrejmé aj

z definicie pravdepodobnosti. Tretiu vlastnost’ vieme interpretovat’ aj nasledovne. Zoberme si

3.0 kg ako hodnotu z definicného oboru EDF. Ak by bola EDF spojita zl'ava, muselo by
platit, ze lim F (x)=F,(3) o neplati, ale plati lim F, (x)=F,(3), ateda je spojita sprava.
x—=3" x—3"

Spojitost’ sprava je konvencia.

4.3 Chebyshevova nerovnost

Chebyshevovu nerovnost mézeme vyuzit' pri tzv. ,,zakone velkych cCisel. Predtym
ako si ju formalnejSie vysvetlime, ilustrujeme si jej pomerne vSeobecné pouzitie, ktoré je
bliZzSie zameraniu tejto publikdcie. Chebyshevova nerovnost’ tvrdi, Ze pre vSetky Statistické
stbory (nezavisle od rozdelenia pravdepodobnosti) je:

e asponn 3/4 alebo 75 % hodndt vrozmedzi 2 smerodajnych odchylok od
aritmetického priemeru,

e asponn 8/9 alebo 88.89 % hodndt vrozmedzi 3 smerodajnych odchylok od
aritmetického priemeru,

e asponn 15/16 alebo 93.75 % hodnét v rozmedzi 4 smerodajnych odchylok od
aritmetického priemeru,

e aspon 24/25 alebo 96 % hodnot vrozmedzi 5 smerodajnych odchylok od
aritmetického priemeru,

e aspon 35/36 alebo 97.22 % hodndt v rozmedzi 6 smerodajnych odchylok od
aritmetického priemeru.

Bez toho aby sme pouzili pojmy ako pravdepodobnost’, si Chebyshevovu nerovnost’

mdzeme pre praktické pouzitie definovat’ nasledovne. Nech X je l'ubovolna ndhodna
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premenna so strednou hodnotou u a s rozptylom o°. Potom pre I'ubovolné ¢ > 1, aspon 1 —

1/c? podiel hodnét sa nachadza v intervale g *co .

IU—CO'<1—Ci2</,l+CO' (4.28)

Priklad 4.9
Prieskum trhu ukazal, ze zakaznici u konkurencie nakupuju tovar v priemere kazdych 3.4
dni so smerodajnou odchylkou 1.1. Na zdklade Chebyshevovej nerovnosti odhadnime,
kol’ko zakaznikov nakupuje u konkurencie tovar v rozmedzi 2 az 4.8 dni.
H—Co <1—i2 <u+co;34-11c <1—i2 <3.4+1.1c; = 38.26%
c c

A teda aspon 38.26 % zakaznikov konkurencie si tovar kupuje v rozmedzi 2 az 4.8 dni.

Chebyshevovu nerovnost’ si teraz definujeme formalnejSie tak, aby sme ju mohli
pouzit’ pri zakone velkych ¢isel. Nech je X diskrétna ndhodné premenna so strednou hodnotou

naneche>0. Potom:

PX — 4> g)g¥ (4.29)

Tato veta hovori, ze ndhodnd premennd X sa bude nachdadzat’ mimo intervalu u + ¢

s pravdepodobnostou nie viacSou ako D[X] / ¢%. Dava strana vztahu (4.29) sa da vyjadrit’
pomocou kumulativnej distribu¢nej funkcie F(X) = P(X < X). VSimnime si, Zze nas vlastne
zaujima F(u — &) a zaroven (1 — F(u + ¢)). Pre diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti d’alej
plati, Ze kumulativnu distribu¢nt funkciu dostaneme scitanim prislusnych pravdepodobnosti.
Napriklad, ak nas pri hadzani férovou kockou zaujima F(3), potom P(X = 1) + P(X = 2) +
PX=3)=P(X<3)=1/6 +1/6 +1/6 = 1/2. Ak si teda oznac¢ime f(X) za distribu¢nu funkciu,

potom pre diskrétne rozdelenie bude platit”:

P(X —4ze)= D f(x) (4.30)

|x—p|ze

Zarovei vieme, Ze pre disperziu plati D[X] = = (X - w)*f(X). Potom sa d4 jednoducho
ukazat, ze platia nasledovné nerovnosti:

D[X]=>"(x-puf 1(x)= Y (x=uf f(x)= D &f(x) 4.31)

X |X—p|>e |x—pfze

Dalej vyberieme konstantu pred sumu a dostaneme Chebyshevovu nerovnost'.

Z:ng(x):g2 Zf(x):gzPQX—y|25) (4.32)

‘xf,u‘zg ‘X—y‘Zs
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DIX]>P(X - 4> ¢)

D[x], P(X - 4> ¢)

82

(4.33)

Z tejto definicie sa da lahko ukazat' vdzba na nasu prva definiciu. Stacéi, ak si

polozime ¢ = ko, potom:

P(X — 4> &)< (4.34)

k?c?
Pre spojiti ndhodnt premennu je podstata predoslého postupu rovnaka, rozdiel v
definicii spociva v tom, Ze je potrebné mat’ definovanu hustotu rozdelenia, strednu hodnotu a

rozptyl. Potom pre spojitd ndhodnt premenntt ma Chebyshevova nerovnost’ tvar:

2
p(x - ﬂ|25)g%:¥ (4.35)

Ide o analogicky vyraz ako pre diskrétnu ndhodnt premennt.. Oznacenie disperzie je
otazkou konvencie. V naSom texte sme pre diskrétne aj spojité rozdelenia pouzivali D[X],

. oy . 2
ktoré vol'ne zamiename s vyrazom .

4.4 Zakon vel'kych cisel

Majme nahodné premenné X;, i = 1, 2, ..., n, ktoré st nezavislé realizacie z rovnakého

rozdelenia pravdepodobnosti s definovanou (konstantnou) strednou hodnotou . Nech pre

X, plati:

o Xi+ X, +..+ X
X, =21t 2: A, (4.36)

Zakon velkych ¢isel hovori o konvergencii tohto aritmetického priemeru k strednej

hodnote u pre zvySujice sa n. Existuje nickol'’ko podob tohto zakona: slaby zakon velkych
Cisel a silny zakon velkych ¢isel patria kK najéastejSie uvadzanym. Slaby zakon velkych Cisel
sa zaobera limitou pravdepodobnosti tykajicej sa X n asilny zakon velkych C¢isel
pravdepodobnostou limity X - Slaby zakon velkych ¢isel st mézeme formalne vyjadrit’ ako:
Ve >0, r!iLQOPQ)Tn—y|sg)=1 (4.37)

Tento vyraz si mozeme interpretovat’ tak, ze X, konverguje v pravdepodobnosti k u

pre n — o. Uvedené tvrdenie si moézeme overit’ pomocou simulacie takym spdsobom, ze ak
vykondme dostatocne vela pokusov, absolutny rozdiel medzi aritmetickym priemerom
a strednou hodnou rozdelenia bude vel'mi maly (mal by sa priblizovat’ k nule, avSak nie je

potrebné, aby toto priblizovanie bolo monotdnne). PresnejSie povedané, pravdepodobnost’, Ze
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tento rozdiel bude mensi ako l'ubovolné malé kladné Cislo &, sa bude pre rastici pocet
pokusov blizit' k 1. Ekvivalentne sa da vyraz (4.37) zapisat’ ako:
Ve >0, lim P(X, - /> &)=0 (4.38)
N—o0
Dokaz si ukazeme, kedZe vyuziva uz nam zndmu Chebyshevovu nerovnost.

Vychddzame ztoho, ze kedze X; su nezavislé realizdcie zrovnakého rozdelenia

pravdepodobnosti (tzv. iid z angl. Independent Identicaly Distributed), potom vieme, ze plati:

D[X; + X, +...+ X, ]=nc? (4.39)
Pouzitim pravidla D[aX] = a°D[X], kde a je konstanta d’alej dostaneme:
2
D[X,]= % (4.40)

Dalej pouzitim Chebyshevovej vety dostavame:

2
Ve >0,P(X, - 4> s)< (4.41)

ne
Pre n — oo potom z predchadzajiuceho vyrazu je priamo vidno, Ze ak je ¢ konStanta,

potom vyraz v pravo s rasticim n sa bude zmensovat’ smerom k 0 (sprava), a teda:

Ve >0, lim P(J)?n —,u‘>8):0 (4.42)
N—o0
Pre spojité rozdelenie pravdepodobnosti je postup obdobny.

Silny zakon velkych ¢isel tvrdi:

P(lim X = ,u) -1 (4.43)

n—w

Inymi slovami, X n konverguje takmer isto k x pre n — o. V tomto pripade mozeme
zjednoduSene vetu vnimat tak, Zze ak vykoname nekoneéne vela pokusov, tak
pravdepodobnost’, Ze aritmeticky priemer realizacii nahodnych pokusov bude totozny So
strednou hodnotou rozdelenia z ktorého sa nahodné premenné generuju, bude rovna 1.

Intuitivne si rozdiel medzi tymito dvoma formami zdkona velkych ¢isel mézeme dalej
predstavit’ tak, Ze ak slaby zdkon velkych ¢&isel umoziiuje, aby bol rozdiel medzi X, au

vacsi ako ¢ > 0 pre n — oo, zakon vel’kych Cisel tvrdi, Ze sa tak takmer isto nestane.
Fungovanie tohto zakona si ukdZeme na dvoch jednoduchych simulacidch v programe
R. V prvom pripade pouzijeme Standardny pokus hadzania kocky, v druhom pouZijeme
empiricky definované diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti.
Vykonajme N = 1000 pokusov hadzania kocky a postupne pocitajme aritmeticky
priemer pre n = 1, 2, ..., 1000, konvergenciu tohto aritmetického priemeru si znazornime na

nasledujucom obrazku (Obrazok 4.3).
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vV + + + V V V

data <= c()

means <- c()

for (i in 1:1000) {

data <- c(data, sample(l:6, size = 1))

means <- c(means, mean (data))

}

plot.ts (means, lwd = 1.5, ylim = c (1, 6), xlab = "poclet

pokusov", ylab = "aritmeticky priemer", cex.lab = 1.5,

cex.axis = 1.3)

abline (3.5, 0, col = "red", lty = 3)
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Obrazok 4.3: Priblizovanie aritmetického priemeru k strednej hodnote — 1. simulacia
Zdroj: vlastné spracovanie v programe R

V druhom pripade vychddzame z toho, Ze v ndhodnom pokuse mdze nastat’ 'ubovol'né

celé Cislo v intervale od 1 do 15 pricom pravdepodobnost, Ze ndhodna premenna nadobudne

hodnotu 2 je 0.3 a pri ostatnych hodnotach je tato pravdepodobnost’ 0.05. Stredna hodnota je

1 =6.5. Tento pokus sme realizovali dva krat.

+ + V V. V V V V

V o+ o+ +

pravdepodobnosti <- c¢(0.05, 0.3, rep(0.05,13))
premenne <- c(1:15)

stredna hodnota <- sum(pravdepodobnosti * premenne)
datal <- c(); data2 <- c()

meansl <- c(); means?2 <- c()

for (i in 1:1000) {

datal <- c(datal, sample (premenne, size = 1, prob =
pravdepodobnosti))

data2 <- c(data2, sample (premenne, size = 1, prob =
pravdepodobnosti))

meansl <- c(meansl, mean (datal))
means?2 <- c(means2, mean (data2))

}

plot (meansl, type = "1", 1lwd = 1.5, ylim = c(1, 15), xlab =
"pocet pokusov", ylab = "aritmeticky priemer", cex.lab = 1.1,
cex.axis = 1)
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> lines (means2, 1lwd = 1.5, lty = 14)

> abline(stredna hodnota, 0, col = "red", lty = 3)
> legend ("topright", legend = c("pokus ¢. 1", "pokus ¢. 2"), bty
= "n", lty = c(1, 14))
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Obrazok 4.4: Priblizovanie aritmetického priemeru k strednej hodnote — 2. simulacia

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

V oboch pripadoch je vidno, ako sa aritmeticky priemer blizil s rastom poctu pokusov

k strednej hodnote oznacenej ¢ervenou priamkou. Neraz je zaujimavou otazkou skumat’, ako

rychlo sa budi blizit’ aritmetické priemery ku skuto¢nej strednej hodnote.

4.5 Diskrétne rozdelenia pravdepodobnosti

Z nasledujucich rozdeleni pravdepodobnosti si budeme charakterizovat’ ich vybrané

vlastnosti. Ak to pre dané rozdelenie bude mozné, tak nas bude zaujimat’:

Funkcia hustoty rozdelenia pravdepodobnosti®.
Parametre funkcie hustoty rozdelenia pravdepodobnosti.
Kumulativna distribu¢na funkcia?.

Stredna hodnota.

Median.

Modus.

Disperzia.

LV anglickej literatire sa zvykne pri diskrétnych rozdeleniach pouzivat pojem Probability Mass Function
(budeme oznacovat’ ako PMF) a pri spojitych Probability Density Function (PDF),
2 Na jej ozna&enie budeme pouzivat’ skratku CDF (z angl. Cumulative Distribution Function).
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4.5.1 Bernoulliho rozdelenie pravdepodobnosti

Bernoulliho rozdelenie pravdepodobnosti sa pouZziva na opisanie takych javov, kde po
urcitej udalosti (napr. pokus) méze nastat’ jeden z dvoch moznych stavov. Zvycajne ide o typ:
uspech / neuspech, kapil / nekupil, dobry vyrobok / chybny vyrobok a podobne. V takomto
pripade m6ze ndhodna premenna X nadobtdat’ len dve hodnoty: 0 a 1. Ak tieto pokusy su
navzajom nezavislé, hovorime tymto pokusom Bernoulliho pokusy. Nezavislost’ a nahodnost’
pokusov (sucCasne sa predpokladaju rovnaké podmienky pokusu) je velmi castym
predpokladom roznych Statistickych metdd. Aj ked’ sa tento pripad moze zdat trividlny,
Bernoulliho pokus je v skuto¢nosti situdcia, s ktorou sa v réznych podobach mézeme stretntt’

pomerne casto.

Tabul’ka 7: Tabul'ka zakladnych vlastnosti — Bernoulliho rozdelenie

PRAVDEPODOBNOSTNA FUNKCIA DISTRIBUCNA FUNKCIA

0, X<O0

1-x p, X=1
P(X)=p*-p) ™ = F(x)=P(X <x)={(-p), 0<X <1
(1-p). x =0
1 X>1

STREDNA HODNOTA MEDIAN MODUS

0 ak p<(l-p)
H=p 2=40,1 ak p=(1-p)

1 akp>(1-p)
DISPERZIA o = p(l-p) PARAMETRE P

Zdroj: upravené podla zdrojov v pouzitej literatiire

Priklad 2.3

Podrla worldstat.org (1.12.2011 — udaje za roky 2007-2008) je na Slovensku 48.5 % muzov
a51.5 % zien. Ak by sme sa pytali, aka je pravdepodobnost, Ze ak ndhodne vyberieme
jednu osobu, tak jej pohlavie bude zena, odpoved’ je pomerne jednoduchd aj bez pocitania.
Pojde op = 0.515. Formalne to mdzeme overit pouzitim pravdepodobnostnej funkcie
Bernoulliho rozdelenia pravdepodobnosti. Nastanie javu X = 1 si definujeme ako pohlavie

= zena, takze p = 0.515. Po dosadeni do vzorca dostaneme:

p(X =1)=0.515'(1-0.515)" =0.515

4.5.2 Geometrické rozdelenie pravdepodobnosti

Predpokladajme, Ze realizujeme nickol’ko Beurnoulliho pokusov. Ak je

pravdepodobnost’, ze nastane udalost’ v jednom pokuse p, potom geometrické rozdelenie
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pravdepodobnosti ndm da odpoved’ na otazku, s akou pravdepodobnostou prvy krat nastane
udalost’ prave v X-tom pokuse (teda po sérii neuspesnych pokusov). Uvedeny problém sa d aj
,,otoCit™ na nenastanie udalosti. Teda s akou pravdepodobnostou v X-tom pokuse udalost’
prvy krat nenastane. Budeme uvazovat’ prvy pripad. Nech X je nahodna premennd, ktora

predstavuje poradie pokusu, pri ktorom nastane takzvany Gspe$ny pokus. Potom:

Tabul'ka 8: Tabulka zdkladnych vlastnosti — geometrické rozdelenie

PRAVDEPODOBNOSTNA FUNKCIA DISTRIBUCNA FUNKCIA
P(x)= pl-p) ™, x=12,.. F(x)=P(X <x)=1-(1-p)"
STREDNA HODNOTA MEDIAN MODUS
1 ~ [ —log(2) —‘ .
== =| — 2 -1
p 3 {log(l— p) 3
DISPERZIA o’ =@ PARAMETRE P

Zdroj: upravené podla zdrojov v pouzitej literatire

Priklad 2.4
Aka je pravdepodobnost, ze ak budeme nahodne vyberat osoby z populacie Slovenskej

republiky, tak v 4-tom pokuse pojde prvy krat o zenu?

p(4)=0.515(1-0.515)"" ~0.0587

V programe R si mo6Zeme funkciu rozdelenia pravdepodobnosti a distribu¢nu funkciu
znazornit' pomocou nasledujucich kédov. V d’alSom texte budeme pouzivat’ podobny syntax

s tym rozdielom, Ze si spravidla pomdzeme uZ existujucimi funkciami v programe R.

> p <- 0.515

> x <—= ¢c(1:15)

> xh <- p*(1l-p)"~(1:15-1)

> data <- data.frame(x, xh)

> par (mfcol = c(1,2))

> plot (data, type= "p", lty = 2, xlab = "Prvy uspesny pokus",
ylab = "Pravdepodobnost", pch = 19, col = "red", cex.axis =
1.5, cex.lab = 1.7)

> xhh <- cumsum (xh)

> data <- data.frame(x, xhh)

> plot(data, type = "p", lty = 2, xlab = "Prvy uspesny pokus",
ylab = "Kumulativna pravdepodobnost", pch = 19, col = "red",

cex.axis = 1.5, cex.lab = 1.7)

Princip vizualizacie rozdelenia spoc¢iva v jednoduchom vypocte suradnic pre X-y
obrazok. Vektor X predstavuje hodnoty na osi x-ovej a vektor xh prislusné pravdepodobnostné

hodnoty vypocitané zuvedenej tabulky zakladnych vlastnosti rozdelenia (Tabulka 8).
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Nasledne tieto body nanesieme do x-y grafu pomocou funkcie plot (). Rovnaky princip
budeme pouzivat’ pri tvorbe vSetkych obrazkov rozdeleni pravdepodobnosti. Obdobne aj pre
kumulativnu distribu¢nt funkciu, kde prislusné hodnoty kumulativnej distribuc¢nej funkcie su

vo vektore xhh.

vy . < PRI T BT B T I K )
= T .t
= .
g o
= S S R
G =
o Q
e =9
o o L %
T < 2T .
Q ™ —
a, a.
S o S -
z © £
£ 5
— * =
. o
< go'*
* A
=] .'..
O-— *® &= & &= & @ lQ_.
T T T T T T T < T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8§ 10 12 14
Prvy tspesny pokus Prvy tispesny pokus

Obrazok 4.5: PMF a CDF geometrického rozdelenia pravdepodobnosti
Zdroj: viastné spracovanie v programe R

4.5.3 Binomické rozdelenie pravdepodobnosti

Ak realizujeme n Bernoulliho pokusov a zaujima nas pravdepodobnost’, Ze uspejeme
prave X krat, potom tato pravdepodobnost mozeme modelovat pomocou binomického

rozdelenia pravdepodobnosti.

Tabulka 9: Tabul'ka zakladnych vlastnosti — binomické rozdelenie

PRAVDEPODOBNOSTNA FUNKCIA DISTRIBUCNA FUNKCIA

P(x)= @ p*(l-p)", x=0412,...n F(x)=P(X <x)= Z[T] p'L-p)
i=0

STREDNA HODNOTA MEDIAN MODUS

p=np fi={np] np]} f=(n+1)p]

DISPERZIA o’ =np(l-p) PARAMETRE P,

Zdroj: upravené podla zdrojov v pouzitej literatiire
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Priklad 4.10

Uvazujme o teste, kde mame 10 otdzok. V kazdej otazke mame 5 moZnych odpovedi, ale
iba jedna je spravna. Dalej predpokladajme, Ze sa §tudent latku nenaudil a o danej
problematike vobec ni¢ nevie. Pravdepodobnost, Ze uspeje v jednej otazke je potom p =
0.2. Test uspesne zvladne, ak spravne odpovie aspoii na 6 otdzok. Akad je

pravdepodobnost’, ze Gspesne zvladne cely test?

5 .
P(X >6)=1-P(X <5)=1- Z(liojo.zi (1-0.2)"" ~0.0064
i=0

Niektoré casto pouzivané rozdelenia pravdepodobnosti je mozné v programe R
modelovat’ priamo pomocou uz existujucich funkcii. Binomické rozdelenie k tymto
rozdeleniam patri. Na vypocet pravdepodobnosti vieme pouzit' funkciu dbinom () ana
vypocet kumulativnej distribu¢nej funkcie pbinom (). Pri vypoctoch je tak potrebné poznat
iba parametre rozdelenia. V pripade binomického rozdelenia ide o parameter p an.

Predchédzajuci priklad mozeme riesit’ nasledovne:

> 1 - pbinom(5, 10, prob = 0.2)
[1]

1] 0.006369382

Na nasledujucom obrazku (Obrazok 4.6), st znazornené rozdelenia pravdepodobnosti,
ako aj kumulativne distribu¢né funkcie pre rdozne parametre pravdepodobnosti. Princip

vizualizacie je obdobny ako v predo§lom priklade.

> x <= ¢ (0:10)

> xh <- dbinom(c(0:10), 10, prob = 0.1)

> data <- data.frame(x, xh)

> par (mfcol = c (1, 2))

> plot(data, type = "p", lty = 2, xlab = "Spravne odpovede",
ylab = "Pravdepodobnost", col = "red", pch = 19, family =
"serif", cex.axis = 1.5, cex.lab = 1.7)

> col = c("red", "blue", "black", "yellow", "green")

> labels <- ¢("p = 0.1", "p = 0.5", "p = 0.33", "p = 0.25", "p =
0.2™)

> for (i in 1:4) {points(x, dbinom(c(0:10), 10, prob = 1/(i+1)),

col col[i+1l], pch = 19)}
> legend ("topright", inset = 0.01, title = "Parameter p",
labels, 1lwd = 2, col = col, bty = "n")

> xhh <- pbinom(c(0:10), 10, prob = 0.1)
> data <- data.frame(x, xhh)

> plot (data, type = "p", lty = 2, xlab = "Spravne odpovede",
ylab = "Kumulativna pravdepodobnost", ylim = c¢(0,1), pch = 19,
col "red", family = "serif", cex.axis = 1.5, cex.lab = 1.7)

> for (i in 1:4) {points(x, pbinom(c(0:10), 10, prob = 1/(i+l)),
col = col[i+1l], pch = 19)}
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> legend ("bottomright", inset = 0.01, title = "Parameter p",
g g P
labels, 1lwd = 2, col = col, bty = "n")
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Obrazok 4.6: PMF a CDF binomického rozdelenia pravdepodobnosti
Zdroj: viastné spracovanie v programe R

4.5.4 Hypergeometrické rozdelenie pravdepodobnosti

Pri binomickom rozdeleni pravdepodobnosti sme realizovali niekol'ko pokusov
a Vv kazdom pokuse mohla nastat’ jedna z dvoch situdcii: bud’ jav nastane alebo nenastane. Pri
hypergeometrickom rozdeleni pravdepodobnosti sa realizuje jeden pokus, pri ktorom moZeme
pozorovat’ nastanie javu vo viac ako len v jednom pripade. Majme konecnt populaciu N
pokusov, u ktorej vieme, Ze existuje M javov. Z tejto populacie jednym ,,tahom® vyberieme n
pokusov. Hypergeometrické rozdelenie opiSe pravdepodobnost’ poc¢tu uspesnych pokusov

(nastanie javu) X v jenom ,,tahu‘.
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Tabul'ka 10: Tabul’ka zakladnych vlastnosti — hypergeometrické rozdelenie

PRAVDEPODOBNOSTNA FUNKCIA DISTRIBUCNA FUNKCIA

F(x)=P(X <x)=3
) )

n n
STREDNA HODNOTA MEDIAN MODUS
M N n+1M +1
N N+2
» (N-=n) M 1 M PARAMETRE

Zdroj: Upravené podla zdrojov v pouzitej literatire

Priklad 4.11

Majme vyrobnu davku s 20 suciastkami, z ktorych predpokladdme, Ze 3 st chybné.
S odberatelom mame zmluvu, podla ktorej pri preberani tovaru odberatel nahodne
skontroluje 5 suciastok. Ak su aspon 2 stuciastky chybné, potom ma néarok na reklamaciu

celej davky. Aka je pravdepodobnost’, ze dojde k reklamacii?

[
1 -
P(X >2)=1-P(X <1)=1— Z : ~0.1404

iy

V programe R mdézeme pouzit' funkciu dhyper () pre vypocet pravdepodobnosti,

pripade phyper () pre vypocet hodndt kumulativnej distribucnej funkcie. Argumenty
funkcie sa vSak do urcitej miery liSia oproti tym, ktoré sme uviedli v predchadzajucej tabul’ke.
Obe funkcie uvazuju o parametroch m, n a k, ktorym nasej notacii zodpovedaju nasledovné, m

=M, n=N-M, k=n. Vypocet je potom realizovany nasledujiucim prikazom:

> 1 - phyper(l, 3, 17, 5)
[1]

1] 0.1403509

Nasledujiice prikazy koreSponduju vizualizdcii rozdelenia pravdepodobnosti

a prislusnej kumulativnej distribu¢nej funkcii pre M =0, 1, 2, 3, 4, 5.

x <-= c(0:5)

xh <- dhyper(0:5, 0, 17, 5)
data <- data.frame (x, xh)
par (mfcol = c(1,2))

vV V V V
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> plot(data, type = "p", lty = 2, xlab = "Chybné stciastky",
ylab = "Pravdepodobnost", pch = 19, col = "red", family =
"serif", cex.axis = 1.5, cex.lab = 1.7)

> col <- c("red", "blue", "black", "yellow", "green", "orange")

> labels <= c¢("M=0", "M=1", "M=2", "M=3", "M=4", "M=5")

> for (i in 1:5) points(x, dhyper(0:5, i, 17, 5), col =
col[i+l], pch = 19)

> legend ("topright", inset = 0.01, title = "Parameter M",
labels, 1lwd = 2, col = col, bty = "n")

> xhh <- phyper(0:5, 0, 17, 5)

> data <- data.frame (x, xhh)

> plot(data, type = "p", lty = 2, xlab = "Chybné suciastky",
ylab = "Kumulativna pravdepodobnost", pch = 19, col = "red",
ylim = c¢(0,1), family = "serif", cex.axis = 1.5, cex.lab =
1.7)

> for (i in 1:5) points(x, phyper(0:5, i, 17, 5), col =
col[i+1l], pch = 19)

> legend ("bottomright™, inset=0.01, title = "Parameter M",
labels, lwd = 2, col = col, bty = "n")
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Obrazok 4.7: PMF a CDF hypergeometrického rozdelenia pravdepodobnosti

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

4.5.5 Rovnomerné rozdelenie pravdepodobnosti

Ide o pomerne jednoduché pravidlo pravdepodobnosti. S rovnomernym rozdelenim
pravdepodobnosti sme sa stretli v mnohych zmienkach o hadzani férovej (klasickej) kocky.
Kazdy jav, ktory moze nastat’, mdze nastat’ s rovnakou pravdepodobnostou. Ak je a dolna

hranica intervalu, b horna hranica intervalu a spolu mame n moznych javov nachadzajucich sa
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Vv ¢iselnom intervale <a,b>, potom zakladné vlastnosti rovnomerného rozdelenia mozeme

vyjadrit’ tak, ako st uvedené v nasledujucej tabulke.

Tabul'ka 11: Tabulka zékladnych vlastnosti — rovnomerné diskrétne rozdelenie

PRAVDEPODOBNOSTNA FUNKCIA DISTRIBUCNA FUNKCIA
1 0, k<a
= as<x<b X|—-a+1
P(X)— n F(X)=P(X£x): —|- J . a<x<b
0 K b N
., akxe(ab) 1, K>b
STREDNA HODNOTA MEDIAN MODUS
a+b i a+b
/J = — [
2 2
n-1
DISPERZIA ol = PARAMETRE a,b,n
12

Zdroj: upravené podla zdrojov v pouzitej literatiire

4.5.6 Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti

S Poissonovym rozdelenim pravdepodobnosti sa mdézeme v ekondmii stretnut’ tiez
pomerne casto. Modelujeme nim, kol’ko krat mdze nastat’ jav za urcity ¢asovy interval alebo
V istej oblasti. Toto rozdelenie je ale pomerne naro¢né na predpoklady v zmysle, Ze nie je
lahké rozpoznat, €1 ho je mozné aplikovat’ v konkrétnej situdcii. Obzvlast dolezité su
nasledujuce dva predpoklady:

e Pravdepodobnost’ vyskytu javu sa v jednom intervale (oblasti) nemeni.

e Pravdepodobnost’ vyskytu javu v jednom intervale je nezavisld od
pravdepodobnosti vyskytu udalosti v inom intervale (tieto dva intervaly sa
vzajomne neprekryvajl).

Dalsie dva predpoklady sa nepovazujui za tak délezité, ked’ze ich porusenie vedie
k nevyraznym (aj ked’ je to samozrejme relativny pojem) odchylkam pri vypoéte skutocnej
pravdepodobnosti. Ide o:

e Pravdepodobnost’, Ze nastane jeden jav v urcitom intervale (oblasti) je priblizne
proporcionalna k celkovému intervalu (oblasti),

e Pravdepodobnost’ vyskytu dvoch udalosti v malom intervale je prakticky
zanedbatel'na.

Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti je mozné modelovat pomocou jediného

parametra 1, ktory predstavuje ocakavany pocet udalosti za dany casovy interval.
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Tabulka 12: Tabul'ka zakladnych vlastnosti — Poissonovo rozdelenie

PRAVDEPODOBNOSTNA FUNKCIA DISTRIBUCNA FUNKCIA
-1 X i
e A X, J
X! |
STREDNA HODNOTA MEDIAN MODUS
- 1 0,02 A-1 AeN
g g [ 3 2 J # {LAJ, AeN
DISPERZIA c’=2 PARAMETRE A

Zdroj: upravené podla zdrojov v pouzitej literatire

Priklad 4.12

automobilov. Aké je pravdepodobnost’, Ze v jednu nedel’u prejde prave 50 qut?

~ 0.056

e_/lﬂ,x e—505050
50)= =
p( ) X! 50!

Za poslednych 50 nediel’ za sebou preslo na vybranom uUseku cesty v nedelu 1000

V program R na vypocet pravdepodobnosti moézeme pouzit' funkciu dpois () ana

vypocet hodndt kumulativnej distribu¢nej funkcie funkciu ppois (). Kvysledku

z predchadzajuceho prikladu staci zadat’ prikaz:

> dpois (50, 50)
[1] 0.05632501

Pre r6zne parametre 4 = 25, 50, 75 je rozdelenie pravdepodobnosti mozné zobrazit’

nasledovne:

> x <- ¢ (5:95)

> xh <- dpois(5:95, 25)

> data <- data.frame(x, xh)

> par (mfcol = c(1, 2))

> plot (data, type = "p", lty = 2, xlab = "Pocet aut", ylab =
"Pravdepodobnost", pch = 19, col = "red", family = "serif",
cex.axis = 1.5, cex.lab = 1.7)

> col = c("red", "yellow", "darkgreen")

> points(x, dpois(5:95, 50), col = col[2], pch = 19)

> points(x, dpois(5:95, 75), col = col[3], pch = 19)

> labels <- c ("L = 25", "L = 50", "L = 75")

> legend ("topright", inset = 0.02, title = "Parameter L",
labels, lwd = 2, col = col, bty = "n")

> xhh <- ppois(5:95, 25)

> data <- data.frame (x, xhh)

> plot(data, type = "p", lty = 2, xlab = "PocCet aut", ylab =
"Kumulativna pravedpodobnost", pch = 19, col = "red", family =
"serif", cex.axis = 1.5, cex.lab = 1.7)

> points(x, ppois(5:95, 50), col =col[2], pch = 19)

> points(x, ppois(5:95, 75), col = col[3], pch = 19)
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> legend ("bottomright", inset = 0.02, title = "Parameter L",
labels, 1lwd = 2, col = col, bty = "n")
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Obrazok 4.8: PMF a CDF Poissonovho rozdelenia pravdepodobnosti
Zdroj: viastné spracovanie v programe R

4.6 Spojité rozdelenia pravdepodobnosti

4.6.1 Rovnomerné spojité rozdelenie pravdepodobnosti
Pokial' ndhodna premennd moéze nadobudat’ vSetky hodnoty v ur€itom ciselnom

intervale atie st rovnako pravdepodobné, modelujeme jej rozdelenie pravdepodobnosti
rozdelenia pravdepodobnosti. V praxi sa spojité

pomocou spojitétho rovnomerného
rovnomerné rozdelenie moze pouzivat' najmé v simulaciach, kde o jednej premennej vieme,

ze mdze nadobudnut hodnoty z urcitého Ciselného intervalu, ale nevieme rozhodnut’, ktoré
Iny pohl'ad na spojité rozdelenie

hodnoty si viac aktoré menej pravdepodobné.
pravdepodobnosti je, ze nepontka analytikovi dokopy Ziadnu informéciu okrem intervalu

moznych hodndt.
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Tabul'ka 13: Tabul'ka zakladnych vlastnosti — rovnomerné spojité rozdelenie

HUSTOTA DISTRIBUCNA FUNKCIA

0, Xx<a
f(x):%a,aéxsb,a,beR F(x)= gg:z; x e (a,b)

1, X>b
STREDNA HODNOTA MEDIAN MODUS
ﬂzg(am) ﬁz%(a+b) f1="xe(a,b)
DISPERZIA %(b ~af F;A,EAMETRE

Zdroj: upravené podla zdrojov v pouzitej literatiire

Priklad 4.13

Spolo¢nost’ nemé jasna informdaciu o tom, aky bude dopyt po ich vyrobku. Predajnii cenu
planuju stanovit’ v najhorSom pripade na uroven celkovych nakladov min = 20,- Eur
a Vv najlepSom pripade nepredpokladaji cenu vysSiu ako max = 150,- Eur. Aka je
pravdepodobnost’, Ze cena bude v intervale od 30,- do 120,- Eur?

120-20 30-20 10 iz0_6923

150—20 150—20 13 13

F(30 < X <120)= F(X <120)- F(X <30)=

> punif (120, min = 20, max = 150) - punif (30, min = 20, max =
150)
[1] 0.6923077

Na nasledujucom obrazku (Obrazok 4.9) st uvedené PDF a CDF rovnomerného
spojitého rozdelenia pravdepodobnosti pre a = 20, b = 150 a v druhom pripade a = 20, b =
180.

> x <- seq(0, 350, length = 1000)

> xh <- dunif(x, min = 20, max = 150)

> data <- data.frame(x, xh)

> par (mfrow = c(1,2))

> plot(data, type = "1", 1lty = 1, xlab = "Zisk", ylab =
"Hustota", col = "red", family = "serif", cex.lab = 1.7,
cex.axis = 1.5)

> lines(x, dunif(x, min = 20, max = 180), 1lty = 1, col = "blue")

> legend ("topright", inset = 0.02, legend = c("a = 20, b = 150",
"a = 20, b =180"), 1lty =1, col = c("red", "blue"), bty =
"n")

> xh <- punif(x, min = 20, max = 150)

> data <- data.frame(x, xh)

> plot(data, type = "1", lty = 1, xlab = "Zisk", ylab =
"Hustota", col = "red", family = "serif", cex.lab = 1.7,
cex.axis = 1.5)

> lines(x, punif(x, min = 20, max = 180), 1lty = 1, col = "blue")
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> legend ("bottomright", inset = 0.02, legend = c("a = 20, b =
150", "a = 20, b = 180"), lty =1, col = c("red", "blue"), bty

— "D")
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Obrazok 4.9: PDF a CDF rovnomerného spojitého rozdelenia pravdepodobnosti
Zdroj: viastné spracovanie v programe R

4.6.2 Normadlne rozdelenie pravdepodobnosti

Ide o zakladné rozdelenie s pomerne Sirokym vyuzitim v praxi (obcas sa nazyva aj
Gaussovo rozdelenie pravdepodobnosti). Mnoho statistickych metod predpoklada, ze hodnoty
vyberového suboru sa riadia prdve normalnym rozdelenim pravdepodobnosti. Mnoho javov
pozorovatel'nych v prirode sa riadi normalnym rozdelenim. Vyznam tohto rozdelenia bude
zrejme jasnejSi pri vysvetleni centrdlnej limitnej vety. Nie zriedka sa aj vo vyskume
stretdvame s modelmi, ktoré teoreticky predpokladaji normdlne rozdelenie rdznych
nahodnych premennych — najmd vo financnej teoérii. Bez ohladu na vhodnost’ tychto
predpokladov, ide 0 vyznamné rozdelenie, ktorého objav sa pripisuje Abrahamovi de Moivre.
Vysvetlime si pritom dva druhy rozdelenia: v§eobecné normalne rozdelenie pravdepodobnosti

a tzv. Standardné (normované) normalne rozdelenie pravdepodobnosti.
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Tabulka 14: Tabul’ka zakladnych vlastnosti — normalne rozdelenie

HUSTOTA DISTRIBUCNA FUNKCIA
W—te F()-L s Ler
f(x)=——e % , x,ueR,0>0 X=—+ er
o271 0\/_
STREDNA HODNOTA MEDIAN MODUS
MU H H
DISPERZIA o? PARAMETRE ,u,02

Zdroj: upravené podla zdrojov v pouzitej literatire

Priklad 4.14

Fakulta sa rozhodla pontknut’ Studentom Skolské trickd. Aby vedela kolko kusov akych
velkosti mé4 objednat’, zaujima sa o beZné parametre populdcie Studentov. Zo vSetkych
Studentov sa nahodne vybrala vzorka Studentiek a zistilo sa, Ze priemerna vyska Studentiek
je 164 cm arozptyl 4 cm® Ak vieme norméalnym rozdelenim pravdepodobnosti opisat
vysku Studentiek, aka je pravdepodobnost, ze ak ndhodne vyberieme jednu Studentku, tak

jej vyska bude mensia ako 160 cm?

F(X <160)= ; ;erf(m;_émj=0.0228
Y

Pripomenieme, Ze v predchddzajuicom priklade nema vyznam sa pytat na
pravdepodobnost’, Ze nahodne vyberieme Studenta s vySkou presne 160 cm, ked’ze ide
0 spojitd nahodnu premenna.

Ak uvazujeme o normalnom rozdeleni so strednou hodnotou 0 a rozptylom 1, potom
hovorime o Standardnom normélnom rozdeleni (oznacuje sa aj ako normované normadlne
rozdelenie). Nahodni premennu X, ktora ma normalne rozdelenie, mdzeme pomocou
jednoduchého vztahu transformovat’ na ndhodnu premennti so Standardnym normdalnym
rozdelenim. Vypocet pravdepodobnosti z hustoty rozdelenia je pomerne komplikovany.
K integrovaniu funkcie hustoty sa pouzivaji numerické metdody, pomocou ktorych vieme
najst’ urCité priblizné rieSenie. Z tohto dévodu je vyhodné, ak nijdeme Co najpresnejsie
rieSenie pre Standardné normalne rozdelenie a potom vSetky ostatné pripady ndhodnej
premennej riadiacej sa normdlnym rozdelenim transformuje na Standardné normalne
rozdelenie.

Ak ma nahodna premenna X normalne rozdelenie N ~ (u, 02), potom nahodna

premennd Z:

z=2"H (4.44)
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ma Standardné normalne rozdelenie N ~ (0, 1). Vo vztahoch uvedenych Vv predchadzajuce;j
tabul’ke (Tabulka 14) sta¢i nahradit’ prislusné parametre hodnotami 0 al. Hodnoty
distribu¢nej funkcie Standardného normaélneho rozdelenia je mozné ndjst v réznych
Statistickych tabul’kach.

V programe R sme pouzili nasledujtci kod pre vypocet predchadzajuceho prikladu:

> pnorm (160, mean = 164, sd = 2)
[1] 0.02275013

Ak by nas zaujimala hodnota vySky (Studentky), pri ktorej je pravdepodobnost’ 0.05,
ze nahodne vybrand Studentka bude mat’ vySku mensiu ako je tato hodnota, mohli by sme
pouzit’ kvantilovl funkciu. V programe R tymto funkciam zodpovedaju funkcie rozdeleni

pravdepodobnosti za¢inajuce sa na ,,q", napr.: gnorm, gbinom, gpois,....

> gnorm(0.05, mean = 164, sd = 2)
[1] 160.7103

Na nasledujicom obrazku (Obrazok 4.10), je znazornena funkcia hustoty
a kumulativna distribu¢nd funkcia Standardného normélneho rozdelenia. Pri zobrazovani
spojitého rozdelenia je princip v programe R obdobny ako v predoslom pripade. Rozdiel
spociva v tom, Ze jednotlivé body v sustave st spajané ¢iarami do polygénu. Ak je tych bodov

dostatocne vela, celkovy vizualny efekt pripomina hladku krivku.

x <- seq(l54, 174, length =1
xh <- dnorm(x, mean = 164, sd
data <- data.frame (x, xh)

par (mfcol = c(1, 2))

plot (data, type = "1", lty = 1.1, xlab = "Vyska", ylab =
"Hustota", col = "red", ylim = c(0, 0.55), family = "serif",
cex.axis = 1.5, cex.lab = 1.7)

> colors <- c("red", "blue", "darkgreen", "gold", "black")

> labels <- c("N(1l64,2)", "N(1lo64,4)", "N(1l60,2)", "N(1l60,1)",

000)
= 2)

vV V V V V

"N(170,1)")
> lines(x, dnorm(x, mean = 164, sd = 4), 1lwd = 2, col = "blue")
> lines (x, dnorm(x, mean = 160, sd = 2), 1lwd = 2, col =
"darkgreen")
> lines (x,dnorm(x, mean = 160, sd = 1), 1lwd = 2, col = "gold")
> lines (x,dnorm(x, mean = 170, sd = 1), lwd = 2, col = "black")
> legend ("topleft"™, inset = 0.01, title = "Parametre", labels,
lwd = 2, col = colors, bty = "n")

> xhh <- pnorm(x, mean = 164, sd = 2)
> data <- data.frame(x, xhh)

> plot(data, type = "1", lty = 1, xlab = "Vy3ka", ylab =
"Pravdepodobnost", col = "red", xlim = c(154, 176), family =
"serif", cex.axis = 1.5, cex.lab = 1.7)

> lines(x, pnorm(x, mean = 164, sd = 4), lwd = 2, col = "blue")

108



> lines (x,pnorm(x, mean = 160, sd = 2), lwd = 2, col =
"darkgreen")

> lines (x,pnorm(x, mean = 160, sd = 1), lwd = 2, col = "gold")

> lines (x,pnorm(x, mean = 170, sd = 1), 1lwd = 2, col = "black")

> legend ("bottomright", inset = 0.01, title = "Parametre",
labels, lwd = 2, col = colors, bty = "n")

Zo zaujimavosti si mézeme vyskusat' spustit’ predchadzajici skript s nasledujicou

zmenou v prvom riadku: x <- seq (154, 174, length = 10).
Parametre = |
- | — N642) -
D | — N(184,4)
< | — nN(160.2)
N(160,1) o0
— N(170,1) =2
-+
S | o
172}
o
o o
g o g °
z © 2
= b=
s S =
o z S |
[
/\ £
o~ Parametre
S = — N(164,2)
— N(164,4)
— N(160,2)
N(160,1)
=) o | — N(170,1)
= [ [ [ [ < [ [ [ [ [
155 160 165 170 155 160 165 170 175
Vyska Vyska

Obrazok 4.10: PDF a CDF normalneho rozdelenia pravdepodobnosti — ukazka 1

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

Pokratujme v predchadzajuicom priklade stym, Ze nds bude zaujimat’

pravdepodobnost’, Ze v pripade nahodne vybranej Studentky bude jej vyska v intervale do 162
164, 2)

sd +

cm alebo viac ako 168 cm. Riesenim je 1 — pnorm (168, mean

pnorm (162, mean 164, sd 2) . Nasledujuci obrazok (Obrazok 4.11) znazoriuje

obsah plochy, ktory nas v tomto pripade zaujima:

> x <- seq(l1l54, 174, length = 1000)

> xh <- dnorm(x, mean = 164, sd = 2)

> data <- data.frame(x, xh)

> plot (data, type = "1", lty = 1, xlab = "Vyska", ylab =
"Hustota", xlim = c (154, 176), family = "serif", cex.axis =
1.5, cex.lab = 1.7)

> 1bl = 154; ubl = 162; 1b2 = 168; ub2 = 174;

> 1 <- (x >= 1bl & x <= ubl)

> polygon(c(lbl, x[i], ubl), c(0, xh[i], 0), density = 10, angle
= 45, col = "black")
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> 1 <- (x >= 1b2 & x <= ub2)
> polygon(c(lb2, x[i], ub2), c(0, xh[i], 0), density = 10, angle
= 45, col = "black")

> lines(data, type = "1", col = "red")
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Obrazok 4.11: PDF normalneho rozdelenia pravdepodobnosti — ukazka 2
Zdroj: viastné spracovanie v programe R

4.6.3 Centradlna limitna veta

Spomedzi spojitych rozdeleni pravdepodobnosti povazujeme prave normalne
rozdelenie pravdepodobnosti za najdoleZitejSie a najpouZivanejSie. Jednak je mnoho inych
rozdeleni odvodenych od normélneho rozdelenia, jednak niektoré vyznamné diskrétne
rozdelenia pravdepodobnosti konverguji k normalnemu rozdeleniu a v neposlednom rade,
mnoho javov Vv prirode sa akoby spravalo podl’a normalneho rozdelenia pravdepodobnosti.
Jeho vyznam je zrejme najjednoznacnejSie vidno pri centralnej limitnej vete. V definicii
centralnej limitnej vety sa stretneme s pojmami ako populdcia a ndhodne vybrany subor
hodndt (vzorka). Na teraz vystacime s predstavou, ze populacii zodpovedaji vSetky mozné
pozorovania nejakého javu a pod ndhodnym vyberom iba ndhodne vybrané pozorovania
Z populacie.

Centralna limitna veta hovori o asymptotickom rozdeleni pravdepodobnosti ndhodnej

premennej Za T (pozri vztahy niz§ie). Majme nahodné premenné X;, i = 1, 2, ..., n, ktoré su
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nezavislé realizacie z rovnakého rozdelenia pravdepodobnosti so strednou hodnotou u a

s konstantnym rozptylom 2. Potom pre N — 00 ma nédhodn4 premenné Z:

z=2"#

o (4.45)

Jn

Standardné normalne rozdelenie pravdepodobnosti (¢ize so strednou hodnotou x = 0

a s rozptylom ¢ = 1). Upriamme viak teraz pozornost’ na ndhodnti premennt T:

n
T=>Xx (4.46)
i=1
ktord ma normalne rozdelenie pravdepodobnosti so strednou hodnotou ng

a rozptylom no®.
To ¢o centralna limitna veta vlastne tvrdi, ze aritmeticky priemer z vyberov o rozsahu
n sa riadi normalnym rozdelenim so strednou hodnotou u a rozptylom o*In. Pokiisime sa tato
vetu vysvetlit na jednoduchom priklade hddzania kocky. Vykonajme s férovou kockou
nasledujuci pokus. Hod'me kocku 10 krat za sebou a s¢itajme vSetky cisla, ktoré padli tak, ako
je to vo vztahu nahodnej premennej T. Potom pokus zopakujme povedzme 1000 krat. To ¢o
zistime je, Ze rozdelenie pocetnosti pomerne dobre aproximuje normdlne rozdelenie
pravdepodobnosti, ktoré je charakteristické tym, ze hodnoty v ,strede* si castejSie ako
extrémne hodnoty. V pripade kocky, mézeme v 10-tich pokusoch nahadzat’ maximalne 60
bodov a minimalne 10 bodov. Priemerna bodova hodnota by mala byt 35 bodov. Ak
vykondme spominanych 1000 pokusov, tak zistime, Ze naozaj najviac hodndt sa bude
sustredit’ okolo tejto hodnoty a extrémne vysoké a nizke sucty budu zriedkavé. Dovod pre tuto
skutoénost’ je fakt, Ze hodnotu 35 dostaneme viacerymi spdsobmi ako hodnotu 60 alebo 10.
K tomu, aby sme mohli dostat’ hodnotu 60, potrebujeme 10 krat za sebou hodit’ ¢islo 6, ¢o je
pomerne malo pravdepodobné (p je vel'mi malé Cislo, presnejsie p = 0.00000001654). Naproti
tomu, hodnotu 35 mézem dosiahnut’ viacerymi spésobmi. Pre zjednoduSenie si predstavte, Ze
mame iba 2 hody. Pri sucte je min. 2 a max. 12 a oba vieme dosiahnut’ iba 1 sposobom.
Hodnotu 7 mo6Zzeme dosiahnut’ nasledujicimi spdsobmi: 1+6, 2+5, 3+4 aeSte v opaCnom
poradi. Téato vlastnost’ je vel'mi zaujimava a nastastie je mozné ju vyuzit’ pri modelovani
mnohych javov v prirode. Preto sa povazuje normalne rozdelenie pravdepodobnosti za tak
vyznamné.
To dolezité, Co centralna limitna veta vysvetl'uje, si zhrnieme do nasledujtcich bodov:
e Priemer vyberového suboru (vyberovy priemer) je sam o sebe nahodnou

premennou s vlastnym rozdelenim pravdepodobnosti.
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e Priemer z vyberového suboru (vyberovy priemer) ma mensiu variabilitu ako
jednotlivé pozorovania z vyberového suboru.

e Smerodajna odchylka priemeru z vyberového suboru (vyberovy priemer) je

s//n .

e Najvicsou prekazkou pre Studentov byva pochopit,, Ze nie len samotné hodnoty
z vyberového suboru maju rozdelenie pravdepodobnosti, ale aj charakteristiky,
ako napr. priemer, ktoré¢ z tohto vyberového suboru pocitame.

Spomenieme, Ze existuje niekol’ko verzii centralnej limitnej vety, z ktorych niektoré za
urcitych predpokladov pripust’ajii, aby nadhodné premenné X; neboli z rovnakého rozdelenia.
Tymto verziam sa v tejto publikacii blizSie venovat’ nebudeme. Taktiez z centrdlnej limitnej
vety je mozné ukéazat, ako normdlne rozdelenie pravdepodobnosti za urcitych predpokladov
aproximuje urcité diskrétne rozdelenia: binomické, hypergeometrické a Poissonovo. Ani tejto
problematike sa vSak blizSie venovat’ nebudeme.

Doteraz sme pouzivali priamo funkcie hustoty a distribuéné funkcie rozdeleni
pravdepodobnosti.  V empirickych  aplikaciach  ekonometrickych  metéd, pripadne
V manazmente rizika, sa mézeme stretntit’ s potrebou simulovania ur¢itych hodnot s dopredu
definovaného rozdelenia pravdepodobnosti. Niektoré takéto aplikacie si budeme v priebehu
tohto textu ukazovat. Na tomto mieste vyuZijeme Centralnu limitnt vetu, aby sme si ukazali
jednoduché pouzivanie niektorych funkcii v programe R, ktoré umoziuji generovanie
nahodnych (presnejsie pseudondhodnych) ¢isel.

Poktisme sa tvrdenie centrdlnej limitnej vety overit pomocou simulécii. Centralna
limitnd veta predpoveda, Ze ak zoberieme subor ndhodnych premennych z l'ubovolného
rozdelenia pravdepodobnosti, potom strednd hodnota ztohto suboru sa bude riadit
normalnym rozdelenim so stredou hodnotou u arozptylom a*In. V predoslej casti sme si
predstavili niekol'’ko rozdeleni. Uvedené tvrdenie sa poklisime overit’ nasledovnym spdsobom:

e \Vygenerujeme vzorku o vel’kosti n > 30 z 'ubovol'ného rozdelenia pravdepodobnosti.
e Vypocitame si aritmeticky priemer a hodnotu si uloZime do vektora means <- c ().
e Uvedeny postup zopakujeme 5000 krat.

e Zobrazime histogram priemerov a preloZime nim funkciu normélneho rozdelenia.

e Vypocitame si aritmeticky priemer a rozptyl z vektora priemerov.

Postup vyskusame najprv na rovnhomernom rozdeleni pravdepodobnosti, X ~ U(3, 8),
kde sme zvolili n = 31. Priemer priemerov nam pri prvej simuldcii vysiel 5.502 a rozptyl

priemerov 0.068. Nasledujuci obrazok predstavuje histogram priemerov zostaveny tak, aby
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obsah stipcov bol rovny 1. Zaroveii sme na tento histogram naniesli hustotu normalneho
rozdelenia so strednou hodnotou (8 + 3) / 2 = 5.5 a rozptylom ((8 — 3)* /12) / 31 = 0.067. Tieto
hodnoty sa =zvolili nasledovne. Strednd hodnota spojitétho rovnomerného rozdelenia
pravdepodobnosti je (Tabul'ka 13) (b — a) / 2, kde b je horna hranica intervalu a a je dolna
hranica intervalu, na ktorom je rovnomerné rozdelenie definované. Rozptyl hodnot
pochadzajucich z takto definovaného rozdelenia sa vypogita zo vztahu (b — a)? / 12. Ked’ze
nas vSak zaujima rozptyl strednej hodnoty, vychadzajic zo vztahu (4.45) je zrejmé, Ze
uvedeny vyraz este musime vydelit' poStom pozorovani, a teda ((b — a)? / 12) / n. Viimnime
si, ze simulované vysledky pomerne presne odhaduju skuto¢ni stredni hodnotu a rozptyl

strednej hodnoty.

> means <- c()

> variances <- c()

> for (i in 1:5000) {

+ simulated <- runif(n = 31, min = 3, max = 8)

+ means <- c(means, mean (simulated))

+ variances <- c(variances, var(simulated))

+ 3

> hist (means, density = 10, col = "blue", main = NA, cex.lab =
1.5, x1lim = c¢(3,8), cex.axis = 1.3, freq = FALSE, ylab =
"Hustota", family = "serif", xlab = "simuléacia")

> x <- seq (3, 8, length = 1000)

> xh <- dnorm(x, mean = 5.5, sd = 0.06770.5)

> data <- data.frame(x, xh)

> lines(data, type = "1")
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Obrazok 4.12: Histogram simulovanych priemerov a PDF normélneho rozdelenia
Zdroj: viastné spracovanie v programe R
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V praxi nemame moznost simulovat’ z dopredu zvoleného rozdelenia, ked’ze neraz
nepozname ani rozdelenie, a teda ani jeho parametre. Spravidla to vyzera tak, Ze mame iba
jednu vzorku a nasledne na zaklade nej mame odhadnut’ rozdelenie hodndt. Preto vykonajme
eSte jednu iteraciu, Vv ktorej ndhodne vyberieme n = 31 pozorovani z rovnakého rozdelenia ako
Vv predoslej simulécii.

Odhad na zdklade jednej vzorky bol v nasom pripade 5.317 pre stredni hodnotu a
0.068 pre rozptyl priemerov (vzorka 1 <- runif(n = 31, min = 3, max =
8); mean (vzorka 1); var(vzorka 1)/31). Uvedené hodnoty sii pomerne blizko
k hodnotam, ktoré sme ziskali z 5000 iteracii. Vysledky simulacii tak mézeme porovnat
s teoretickymi hodnotami, aby sme zistili, nakol’ko vieme ziskat presny udaj o strednej
hodnote pri vzorke o velkosti n = 31.

Zdoraznime, Ze centralna limitna veta hovori o asymptotickej vlastnosti strednej
hodnoty, takze existencia odchylok od pripadne;j teoretickej hodnoty je pripustna. Spravidla je
podstatné, aby sme pouzivali také Statistické metddy, pomocou ktorych budii nase odhady
konvergovat’ ¢o najrychlejSie (napr. v zavislosti od vel’kosti vzorky) k skutoénym teoretickym
hodnotdm. Tejto problematike je venovany vac¢si priestor v publikaciach venujucich sa
induktivne;j Statistike.

V predchadzajtcej simulacii, ako aj vo vSetkych ostatnych simulaciach, nie je mozné
vysledky zreprodukovat’ s Uplnou presnostou, ¢o je spOsobené samotnou podstatou
generovania pseudondhodnych ¢isel. Rozdiely by v§ak nemali byt vel'ké. Pri d’alSej simulécii
si postup zopakujeme pre podstatne mensiu vzorku. Predchadzajiica simulacia uvazovala
0 vzorke s velkostou n = 31. V nasledujucom pripade zvolime n = 10 a porovname presnost’
vysledkov.

Po 5000 iteraciach a vzorke n = 10, bola priemerna hodnota priemerov 5.493, ¢o je
stale pomerne blizko k skuto¢nej strednej hodnote (t.j. 5.5) a rozptyl priemerov 0.209.
Teoreticky je pri danej velkosti vzorky mozné ogakavat’ rozptyl priemerov ((8 — 3)? /12) / 10
= 0.208. Rozdiely sa nejavia ako vyrazné. Problém vsak spociva v tom, ze vyznamnost
velkosti vzorky zéavisi aj od rozdelenia, z ktorého sa tdaje generuju. Miera doleZitosti
vel'kosti vzorky sa pred samotnym experimentom da v empirickom vyskume len zriedkakedy
urCit. Zavisi totiz od mnohych parametrov, ktoré ndm dopredu nie si zname. Pri naSom
experimente sme vedeli, ze generujeme vzorku z rovnomerného rozdelenia. V praxi to vediet’
nemusime. Preto plati pravidlo: ¢im vicSia vzorka, 0 to lepsie Statistické vysledky vieme
ziskat’. Problémy vznikaju v situaciach, ked’ je ziskanie vécSieho poctu pozorovani vel'mi

nakladné.
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4.6.4 Trojuholnikové rozdelenie pravdepodobnosti

V ekonomii, obzvlast v manazmente, je trojuholnikové rozdelenie pravdepodobnosti
jedno z najpouzivanej$ich. S jeho pouzitim sa moézZeme stretnit’ v mnohych aplikaciach
projektového manazmentu, manazmente rizika, pri analyze metdd rozhodovania sa a mnoho
inych. Konkrétnejsie, trojuholnikové rozdelenie pravdepodobnosti sa hodi na modelovanie
situdcii, kde vieme povedat’ najpravdepodobnejsi, najhorsi a najlepsi scendr. Zvycajne ak
nemame iné ako tieto informadcie, trojuholnikové rozdelenie pravdepodobnosti je zaujimavou
alternativou. Nech aje minimalna hodnota, b je maximalna hodnota ac je

najpravdepodobnejsia hodnota.

Tabul’ka 15: Tabulka zdkladnych vlastnosti — trojuholnikové rozdelenie

HUSTOTA DISTRIBUCNA FUNKCIA
0, x<a 0, x<a
2
_2Ax-a) ,a<Xx<c (x-af , 8<XsC
f(x) = (bg(";‘))ﬂcx—)a) a<c<beR | F(x)= (b—a)éc—a)
== % c<x<b 1——( ~X) c<x<b
(b-a)b-c) (b-a)b-c)' ~
0, X>b 1, Xx>b
STREDNA HODNOTA MEDIAN MODUS
s (b—azc—a ,cz(b;a)
u=(@+b+c)/3 1= fa=c
b (b—a)(b—c),CS (b—a)
2 2
a?+b%?+c?—ab-ac-hc PARAMETRE
DISPERZIA 18 ab.c

Zdroj: upravené podla zdrojov v pouzitej literatiire

Priklad 4.15

Projekt moze spolo¢nosti priniest’ v najhorSom pripade stratu 25 tis. EUR a v najlepSom
pripade zisk 250 tis. EUR. Najpravdepodobnejs§im scenarom je nulovy zisk. Veduci
projektu  sa rozhodol ziskovy profil modelovat trojuholnikovym rozdelenim

pravdepodobnosti. Aka je pravdepodobnost’, ze zisk bude > 0?

> library(triangle)
> 1 - ptriangle(0, a = - 25, b = 250, ¢ = 0)
[1] 0.9090909

Na nasledujicom obrazku je PDF aCDF trojuholnikového rozdelenia

pravdepodobnosti pre modalnu hodnotu ¢ =0 a ¢ = 50.
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> x <- seq(-35, 275, length =1000)

> xh <- dtriangle(x, a = -25, b = 250, ¢ = 0)

> par (mfrow = c(1,2))

> data <- data.frame(x, xh)

> plot(data, type = "1", 1lty = 1.5, xlab = "Zisk", ylab =
"Hustota",col = "red", cex.lab = 1.7, cex.axis = 1.5, family =
"serif")

> lines(x, dtriangle(x, a = -25, b = 250, ¢ = 50), 1lwd = 2,col =
"blue ")

> legend ("topright", inset = 0.02, title = "parametre", legend =
c("mode = 0","mode = 50"), lwd = 2,col = c("red", "blue"), bty
— "D")

> xh <- ptriangle(x, a = -25, b = 250, ¢ = 0)
> data <- data.frame (x, xh)

> plot(data, type = "1", lty = 1.5, xlab = "Zisk", ylab =
"Hustota", col = "red", cex.lab = 1.7, cex.axis = 1.5, family
= "serif")
> lines (x, ptriangle(x, a = -25, b = 250, ¢ = 50), 1lwd = 2, col
= "blue")
> legend ("bottomright", inset = 0.02, title = "parametre",
legend = c("mode = 0", "mode = 50"), 1lwd = 2, col = c("red",
"blue"> , bty = "n">
o
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Obrazok 4.13: PDF a CDF trojuholnikového rozdelenia pravdepodobnosti

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

4.6.5 Exponencidlne rozdelenie pravdepodobnosti

Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti modeluje pravdepodobnost’ vyskytu urcitého
poctu javov za nejaky Casovy interval (pripadne v nejakej oblasti). Exponencialne rozdelenie
pravdepodobnosti modeluje Casovy interval medzi takymito dvoma Poissonovskymi javmi.

Obe rozdelenia sa pouzivaja pri tzv. Poissonovom procese. Poissonovsky proces ma nieckol’ko
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dolezitych predpokladov, ktoré sme popisali pri Poissonovom rozdeleni pravdepodobnosti.
Udalosti, ktoré su predmetom nasho zaujmu sa moézu vyskytnut v Fubovolnom cCase
sledovaného intervalu a vyskyt jednej udalosti je nezdvisly na predoslej udalosti.
Upozoriiujeme, ze neraz nevieme zabezpecit’ dodrzanie tychto predpokladov. Pri interpretacii
je potrebné v tychto situaciach brat’ na tuto skutoCnost’ ohl'ad. Ak je merana udalost’ Casové
rozpétie hovorov na zékaznickej linke, zrejme existuju urc€ité trendy, kedy sa zakaznici s touto
linkou kontaktuju cCastejSie (napr. v priebehu obeda) akedy menej (nad ranom).
Pravdepodobnost’ kontaktu so zakaznickou linkou tak nie je konStantna. Na druhej strane je
aspon priblizne konstantna v ur¢itom Casovom intervale (napr. pocas jednej hodiny).

Podobne ako pri Poissonovom rozdeleni pravdepodobnosti, aj vV tomto pripade nam
sta¢i na popisanie sledovaného procesu (Casovy vyskyt medzi dvoma javmi) jeden parameter
J, ktory si vieme vypocitat’ zo strednej hodnoty nahodnej premennej. Parameter 4 by sme

mohli interpretovat’ ako ,,kol’ko krat nastane udalost’ za jednotku ¢asu*.

Tabul’ka 16: Tabul'ka zakladnych vlastnosti — exponencidlne rozdelenie

HUSTOTA DISTRIBUCNA FUNKCIA
f(x)=2e",x>0,4>0 F(x)=1-e7,x>0
STREDNA HODNOTA MEDIAN MODUS
u=1/2 e '”7(2) =0
) PARAMETRE
DISPERZIA 1/ A 2

Zdroj: upravené podla zdrojov v pouzitej literatire

Priklad 4.16

Za poslednych 50 nediel' za sebou preslo na vybranom useku cesty v nedelu 1000
automobilov. Aka je pravdepodobnost’, Ze medzi dvoma za sebou iducimi autami bude
menej ako 1 hodina ¢asu?

Z takto zadaného zadania vyplyva, ze na jednu nedel'u pripada 20 aut a na jednu hodinu
teda 20/24 4ut za hodinu. To je strednd hodnota ¢asu medzi dvoma javmi:

1 =1000/50/24=0.833 A u=1/A, A =1/ u, A =1/0.833=1.2
F(X <1)=1-e ™ =1-e?" ~0.6988
Ak sme subjekt, ktory rozhoduje o rozSireni cesty, moéze nas zaujimat, S akou
pravdepodobnostou bude ¢as medzi prejazdom dvoch aut viac ako 3 hodiny, pripadne

s pravdepodobnost’ou 0.95, aky bude Casovy interval (v hodindch) medzi dvoma za sebou

nasledujiicimi autami na ceste.
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F(X >3)=1-F(X <3)=e%% 00273

In(1-0.95)

F(X <x)=0.951-e*2¥ =0.95; — ~ 2.4964

Na nasledujicom obrazku (Obrazok 4.14) je PDF a CDF exponencialneho rozdelenia

pravdepodobnosti pre 4 = 1.2 a v druhom pripade pre 4 = 0.8.

> x <- seq(0.01, 5, length = 1000)
> xh <- dexp(x, rate = 1.2)
> data <- data.frame(x, xh)
> plot(data, type = "1", lty = 1.2, xlab = "Cas", ylab =
"Hustota", col = "red", cex.lab = 1.7, cex.axis = 1.5, family
= "serif")
> lines (x, dexp(x, rate = 0.8), 1ty = 1.2, col = "blue")
> legend ("topleft", inset = 0.02, title = "parametre", legend =
c("lambda = 1.2", "lambda = 0.8"), lwd = 2, col = c("red",
"blue") , bty = "n")
> x <- seq(0.01, 5, length = 1000)
> xh <- pexp(x, rate = 1.2)
> data = data.frame(x, xh)
> plot(data, type = "1", lty = 1.2, xlab = "Cas", ylab =
"Pravdepodobnost", col = "red", cex.lab = 1.7, cex.axis = 1.5,
family = "serif")
> lines (x, pexp(x, rate = 0.8),1lty = 1.2, col = "blue")
> legend ("bottomright", inset = 0.02, title = "parametre",
legend = c("lambda = 1.2", "lambda = 0.8"), lwd = 2, col =
C("red", "blue"), bty — unu)
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Obrazok 4.14: PDF a CDF exponencialneho rozdelenia pravdepodobnosti
Zdroj: viastné spracovanie v programe R

118




4.6.6 Lognormadalne rozdelenie pravdepodobnosti

Hovorime, ze ndhodnd premennd X ma lognormalne rozdelenie pravdepodobnosti,
pokial plati, Ze In X ma normalne rozdelenie pravdepodobnosti. Z toho je zrejme jasné, Ze aj
vztahy pre lognormalne rozdelenie pravdepodobnosti budu vychadzat’ z normalneho
rozdelenia pravdepodobnosti. V ekonomii ide najéastejSie o modelovanie vynosov, rastov,
roznych finan¢nych a inych podnikovych ukazovatel'ov, ktoré spravidla nemézu nadobudat
hodnoty mensie ako 0 (vratane).

Nech W je ndhodna premenna, ktora sa riadi normalnym rozdelenim pravdepodobnosti
a jej parametre st uw a ow’, potom X = e", sa riadi lognormalnym rozdelenim s nasledujucimi

vlastnost’ami:

Tabul'ka 17: Tabul'ka zékladnych vlastnosti — lognormalne rozdelenie

HUSTOTA DISTRIBUCNA FUNKCIA
(In x—pay )2
1 [ 2‘7\/2\/ F(X): 1+lerf M
f(x):we , X,on >0ayzy, €R 2" 9 O_W\/E
STREDNA HODNOTA MEDIAN MODUS
2

ow ~ A _ 2
ﬂ:em+7 ,UZGMN Iu:e:u\N Ow
DISPERZIA (e"VZV —1)e2M” +oiy PARAI\Q ST

My Oy

Zdroj: upravené podla zdrojov v pouzitej literatire

Priklad 4.17

Nevysvetlené straty vo vyrobe sa eviduju uréitym podielom z celkového mnozZstva
vyrobenych vyrobkov. Uvedeny podiel je pre nas nahodna premennd. Zrejme nemoze
nadobudnut’ zaporné hodnoty a predpokladame, Ze ma lognormalne rozdelenie
pravdepodobnosti. Namerané hodnoty za poslednych 20 rokov st nasledujuce:

0.0003, 0.0002, 0.003, 0.0005, 0.004, 0.002, 0.01, 0.0005, 0.0007, 0.003, 0.0004,
0.0008, 0.001, 0.0002, 0.0006, 0.003, 0.003, 0.0006, 0.002, 0.009.

Za predpokladu, Ze sa v buducnosti vzor spravania tychto strdt nezmeni, aka je
pravdepodobnost’, Ze buduci rok sa z vyroby strati viac ako 0.005 podielu vyrobkov?
Vypocitame prirodzené logaritmy nameranych hodnoét, ktoré by sa mali riadit’ normalnym
rozdelenim pravdepodobnosti:

-8.12,-8.52,-5.81, -7.61, -5.53, -6.22, -4.61, —7.61, —7.27,-5.81, —7.83, —7.14,
—6.91,-8.52,-7.42,-5.81,-5.81, -7.42, -6.22, -4.72.
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Ur¢ime stredntt hodnotu a rozptyl. Nasledne ich mézeme dosadit’ do vzt'ahov pre vypocet
pravdepodobnosti z distribuénej funkcie normalneho rozdelenia.
uw=—6.746 a 5,,° = 1.390

F(X >0.005)=1—| 1+ 1erf['” 0.005—(~6.746)
2 2 1.179-/2

D =1-(0.5+0.5.(0.780))=0.109

Na nasledujicom obrazku (Obrazok 4.15) je PDF a CDF lognormalneho rozdelenia
pravdepodobnosti pre uw = -5 aow’ = 1.1, ako aj pre empiricky namerané hodnoty uw =
~1.746 a oy’ = 1.390.

> scrap <- c¢(0.0003, 0.0002, 0.003, 0.0005, 0.004, 0.002,
0.01, 0.0005, 0.0007, 0.003, 0.0004, 0.0008, 0.001,
0.0002, 0.0006, 0.003, 0.003, 0.0006, 0.002, 0.009)

> x <- seq(0, 0.1, length = 1000)

> xh <- dlnorm(x, meanlog = mean(log(scrap)), sdlog =
sd(log(scrap)) * (length (scrap) -1) /length (scrap))

> data <- data.frame(x, xh)

> plot (data, type = "1", 1lty = 1.2, xlab = "Podiel stratenych
vyrobkov", ylab = "Hustota", col = "red", cex.lab = 1.7,
cex.axis = 1.5, family = "serif")

> lines (x, dlnorm(x, meanlog = -5, sdlog = 1.1), lty = 1.2, col
= "blue")

> labels <- c("logmean = -6.746, logvar = 1.390","logmean = -5,
logvar = 1.1")

> legend ("topright", inset = 0.02, title = "parametre", legend =
labels, 1lwd = 2, col = c("red", "blue"), bty = "n")

> xhh <- plnorm(x, meanlog = mean(log(scrap)), sdlog =
sd(log(scrap)) * (length (scrap) -1) /length (scrap))
> data <- data.frame (x, xhh)

> plot(data, type = "1", 1lty = 1.2, xlab = "Podiel stratenych
vyrobkov", ylab = "Pravdepodobnost", col = "red", xlim =
c(0,0.1), cex.lab = 1.7, cex.axis = 1.5, family = "serif")

> lines(x, plnorm(x, meanlog = -5, sdlog = 1.1), lty = 1.2, col
o "blue")

> legend ("bottomleft", inset = 0.02, title = "parametre", legend
= labels, 1lwd = 2,col = c("red", "blue"), bty = "n")
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Obrazok 4.15: PDF a CDF lognormalneho rozdelenia pravdepodobnosti
Zdroj: viastné spracovanie v programe R

4.6.7 Weibullovo rozdelenie pravdepodobnosti

K spojitym rozdeleniam s pomerne pestrymi moznostami vyuzitia patri Weibullovo
rozdelenie pravdepodobnosti, ktoré sa pouziva Casto v stvislosti s analyzou zivotnosti, ¢i uz
zivych organizmov (biologia, farmacia, medicina) alebo produktov a vyrobkov (ekondmia,
strojarstvo). V tychto situaciach sa predpoklada, Ze nahodna premenna X je vzdy kladna, t.].
X > 0 a neraz tato nahodna premenna reprezentuje ¢as, v ktorom nastane urcita udalost’, napr.
dojde k reklamacii, poruche auta alebo suciastky a podobne. Ide o rozdelenie sdvoma
parametrami, ktorych obmenou je moZzné dosiahnut pomerne Siroké spektrum tvarovo
roznorodych rozdeleni. Ako bude mozné vidiet' z nasledujucich obrazkov, rozdelenia sa
tvarovo moézu podobat na normalne, lognormalne, ale aj na exponencidlne rozdelenie
pravdepodobnosti. Tato flexibilita je zrejme dovodom, preco ide o jedno z najpopularnejSich
rozdeleni. Inym rozmerom, ktorému sa vsak Vv tejto publikacii blizSie venovat’ nebudeme, je
vyuzitie Weibullovo rozdelenia pravdepodobnosti na modelovanie extrémnych hodnot.

Weibullovo rozdelenie mé dva parametre, ktoré si ozna¢ime ako a a . Prvy parameter
a je tzv. parameter miery, ktory je v rovnakych jednotkach ako nahodna premenna X, ktora
rozdelenim modelujeme. Parameter a je dokonca vzdy 63.2 percentilom a vyjadruje mieru
rozptylenia hodnot. Druhy parameter /S je bezrozmerny a vyjadruje tvar rozdelenia. Preto sa

mozeme stretnut’ s jeho pomenovanim ako parameter tvaru. V nasledujicej tabulke, méame
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uvedené zakladné vlastnosti Weibullovho rozdelenia pravdepodobnosti, kde sa moézeme
stretnit’ s tzv. gamma funkciou, ktort oznacujeme ako I'(*). V tejto publikacii sa blizsie
tomuto typu funkcii venovat’ nebudeme, pre uplnost’ len uvedieme, Ze pre X € N plati I'(x) =

(x — D)!, komplikacie vznikaju pri X € C, kde C je mnozina komplexnych ¢isel.

Tabul'ka 18: Tabul'ka zakladnych vlastnosti — Weibullovo rozdelenie

HUSTOTA DISTRIBUCNA FUNKCIA
g
_ B s —[ﬁj (xY
f(x)_a—ﬂx e x>0 F(x)=1—eu
STREDNA HODNOTA MEDIAN MODUS
1
1 _ 1 ~1\s
P B
2

DISPERZIA aﬁ“{“zj — 1P PARAMETRE @, f

Zdroj: upravené podla zdrojov v pouzitej literatiire

Na rozdiel od predchadzajucich rozdeleni byva odhad parametrov rozdelenia (a a f)
netrividlny. Pouzitim vhodného softvérového vybavenia sa dostdva odhad do technickej
roviny. Na tomto mieste prvy krat vyuzijeme moznost prezentovat’ metédu pouzivanu na
odhad parametrov rozdelenia. Ide o tzv. metédu maximalnej vierohodnosti, ktori budeme
v skratke oznacovat’ MLE (z angl. Maximum Likelihood Estimation).

Aj ked pre ucely tejto podkapitoly nepovazujeme metodu MLE za kIicovu,
v skuto¢nosti sa vyuziva pomerne Casto pri analyze Zivotnosti ako aj v ekonometrii.
Vyuzijeme tak prvil moznost' sa s tymto pristupom obozndmit. Vynechanim technickych
detailov je mozné prejst’ priamo na vztahy (4.51) a (4.52), pomocou ktorych je mozné
odhadnit’ parametre rozdelenia. Princip postupu je priamociary a intuitivne pomerne
pritazlivy. Majme nahodny vyber Xi, Xy, ...., Xn, Z ur€itého rozdelenia (v naSom pripade
Weibullovho) s hustotou f(x;601,0,...,6k), kde n je velkost’ vzorky a @ su parametre rozdelenia
f. Funkcia vierohodnosti tejto ndhodnej vzorky je spolocna hustota n nahodnych premennych.
Inak povedané, funkcia vierohodnosti pocita taku hustotu pravdepodobnosti, v Ktorej tieto
nahodné premenné pochadzaji z rovnakého rozdelenia. Cielom je potom maximalizovat’ tito
funkciu vzhl'adom na hl'adané parametre. Zjednodusene by sa dalo povedat’, Ze naSim cielom
je maximalizovat’ pravdepodobnost’, Ze nahodné premenné pochadzaju z daného rozdelenia
suritymi parametrami, priCom tento ciel sa snazime dosiahnut' prave prostrednictvom

hl'adanych parametrov. Postup je teda nasledovny:
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n
L=]]f(x:6.6,...6) (4.47)

i=1
KedZe budeme funkciu L maximalizovat, za uritych podmienok, ktoré pri tejto
hustote platia (a vo vac¢sine nami pouzivanych pripadov to bude platit’), moézeme funkciu L
logaritmovat’ a az potom derivovat’, ¢im sa vypocet zjednodusi. Hodnotu derivacie polozime

rovnu nule a dostaneme:

olnL

00
V nasom pripade je cielom na zaklade nameranych tdajov odhadnit parametre

=0 (4.48)

Weibullovho rozdelenia pravdepodobnosti. Funkcia f je pritom funkciou hustoty Weibullovho
rozdelenia pravdepodobnosti (Tabulka 18). Funkciu maximalnej vierohodnosti mdzeme

napisat’ v tvare:

x
. T B 1\
L(x;;e, ﬂ):]i_l[a—ﬂxiﬁ ‘e [ ) (4.49)
oInL(x;a, B)
T oap =0 (4.50)

Po vypocte parcidlnych derivécii, ich poloZeni rovné nule a zjednoduSovani si najprv

vyjadrime parameter £ Z nasledujucej rovnice:

n

D> X Inx { ga

= = =N =0 ,
T n; : (4.51)
2% ]
i=1

Po vypocitani parametra f dosadenim do nasledujicej rovnice vypocitame parameter

_i—xiﬂ@

n

a (4.52)

Pre uplnost’ uvedieme, ze existuju aj iné metdédy odhadu parametrov tohto rozdelenia.
Za porovnatelne presni sa povazuje metdéda momentov, za slabSiu metdda najmenSich
Stvorcov. Odpoved’ou na otazku, aké kritéria pri posudzovani metéd odhadu pouzit, sa

budeme ¢iastocne venovat’ v nasledujucich kapitolach.
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Priklad 4.18

Spolo¢nost’ predavajica softvérové rieSenia Setrila priebeh reklamacii. Nasledujuce
hodnoty vyjadrujii pocet dni od ndkupu reklamovaného produktu az po jeho samotnu
reklamaciu. Spolo¢nost’ z minulych skusenosti predpoklada, ze ¢as, ku ktorému od nakupu
dojde u problémovych zdkaznikov k reklamdcii, sa riadi Weibullovym rozdelenim
pravdepodobnosti. Odhadnite pravdepodobnost, ze €as od nakupu do reklamécie bude
menej ako 30 dni.

10, 12, 16, 16, 15, 14, 15, 18, 19, 21, 22, 23, 23, 22, 29, 36, 42, 43, 50, 52, 60, 70, 74, 80,
102, 112.

n n

> xlInx; D xlInx, -

= 1 1 =
= ="M Inx, =" = ~884=-0=5=1475
nz ' n S 26 p

)3 S 3
i=1 i=1

A teraz mozeme prejst’ k samotnému vypocétu pravdepodobnosti z distribuénej funkcie
Weibullovho rozdelenia pravdepodobnosti:

_( 30 j1.475
F(X <x)=1-e ‘%7 =0.4474

Na nasledujucom obrazku (Obrazok 4.16) st 4 rdzne hustoty a distribucné funkcie
Weibullovho rozdelenia pravdepodobnosti zobrazené tak, aby predstavovali zmenu tvaru

rozdelenia v zavislosti od zmeny vybranych parametrov rozdelenia.

> x <- seq(0, 120, length = 1000)

> xh <- dweibull (x, shape = 1.475, scale = 42.7)

> data <- data.frame(x, xh)

> par (mfrow = c(1, 2))

> plot(data, type = "1", lty = 1.2, xlab = "Cas", ylab =
"Hustota", col = "red", ylim = ¢(0,0.04), cex.lab = 1.7,
cex.axis = 1.5, family = "serif")

> lines (x, dweibull (x, shape = 1.475, scale = 84), lty = 1.2,
col = "black")

> lines(x, dweibull (x, shape = 2.815, scale = 42.7), 1lty = 1.2,
col = "blue")

> lines (x, dweibull (x, shape = 2.815, scale = 84), lty = 1.2,
col = "darkgreen")
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"n")

(l
lwd = 2, col = c("red", "black", "blue", "darkgreen"), bty

> labels <- c("tvar = 1.475, miera = 42.7", "tvar = 1.475, miera
= 84", "tvar = 2.815, miera = 42.7", "tvar = 2.815, miera =
84")

> legend ("topright", inset = 0.02, title = "parametre", labels,

> x <- seq(0, 250, length = 1000)
> xhh <- pweibull (x, shape = 1.475, scale = 42.7)
> data <- data.frame (x, xhh)
> plot(data, type = "1", lty = 1, xlab = "Cas", ylab =
"Pravdepodobnost", col = "red", xlim = c(0,250), cex.lab =
1.7, cex.axis = 1.5, family = "serif")
> lines (x, pweibull (x, shape = 1.475, scale = 84), lty = 1.2,
col = "black")
> lines (x, pweibull (x, shape = 2.815, scale = 42.7), 1lty = 1.2,
col = "blue")
> lines (x, pweibull (x, shape = 2.815, scale = 84), 1lty = 1.2,
col = "darkgreen")
> legend ("bottomright", inset = 0.02, title = "parametre",
labels, 1lwd = 2, col = c("red", "black", "blue", "darkgreen"),
bty = "p" )
= <o
S >
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— tvar = 1.475, miera = 42.7
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Obrazok 4.16: PDF a CDF Weibullovho rozdelenia pravdepodobnosti

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

4.6.8 Gamma rozdelenie pravdepodobnosti

Podobne ako Weibullovo rozdelenie pravdepodobnosti, aj gamma rozdelenie mdze

nadobudat’ r6zne tvary, od silne zoSikmenych rozdeleni po symetrické, ato v zavislosti od
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dvoch parametrov. Parameter miery si znova oznacime ako a a parameter tvaru ako® L. Pre
potreby tejto publikacie si gamma rozdelenie ukazujeme ako vSeobecny pripad niektorych
odvodenych rozdeleni, akym je napr. Chi-kvadrat rozdelenie pravdepodobnosti. Vyuzitie
gamma rozdelenia je vSak vel'mi podobné Weibullovmu rozdeleniu a pontka jednu praktickt
vyhodu. Odhad parametrov gamma rozdelenia (« a f) je podstatne jednoduchs$i. Na druhej
strane vypocet distribu¢nej funkcie si vyzaduje znalost’ nelplnej gamma funkcie y. Na
vypocet pravdepodobnosti odpori¢ame pouzit' Statistické softvérové baliky. Rozdelenie

uvadzame na ilustracné ucely.

Tabul'ka 19: Tabul'ka zakladnych vlastnosti — gamma rozdelenie

HUSTOTA DISTRIBUCNA FUNKCIA
A1 x
1 X — X
fiX)=——||—]| e*|[Xapf>0 Fx:y( ,—j
0= il (2) e e 00-o 5.2
STREDNA HODNOTA MEDIAN MODUS
R 0,a<0
M= (lﬁ H= { 2
a —oa
DISPERZIA a’p PARAMETRE  «,f8

Zdroj: upravené podla zdrojov V pouzitej literatire

Parameter miery a atvaru fje mozné odhadnit pomocou tzv. metody momentov,

nasledujiicimi vzt'ahmi:

a="- (4.53)

X

—\2

ij (4.54)
S

Priklad 4.19

Nasledujuce hodnoty reprezentuji vysku tverov v tis. EUR, pri ktorych bola vyhlasena
neschopnost’ splacat’ a ivery boli klasifikované ako nevymozite'né. Z minulych skisenosti
vieme, ze vyska tychto uverov sa riadi gamma rozdelenim pravdepodobnosti. Vedenie
banky zaujima, s akou pravdepodobnost’ou bude ndhodny nevymoziteI'ny iver mat’
hodnotu viaésiu ako 100000,-EUR.

11, 15, 16, 20, 20, 20, 24, 25, 30, 38, 40, 40, 41, 50, 50, 60, 60, 67, 70, 89, 110, 120, 140,
180.

% Vo vitsine literatiry sa mZeme stretnit’ s opaénym oznadenim parametrov. Pri Weibullovom rozdeleni sme
ale definovali parameter f ako parameter tvaru. Za tcelom sprehladnenia oznaceni sme sa rozhodli toto
oznacenie dodrzat’ aj pri gamma rozdeleni.
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2 2
:2:43.67 _ 3496
X 55.67
—\2 2
ﬁ:ﬁ :(55.67) e
S 43.67

F(X >100)=1-4{1.62, 100
34.26

)z 0.1396

> 1 - pgamma (100, 1.62, scale = 34.26)
[1]

1] 0.1396292

Na nasledujiicom obrazku (Obrazok 4.17) st zobrazené 4 rézne hustoty a distribu¢né

funkcie gamma rozdelenia pravdepodobnosti, kde sme menili parameter miery « a tvaru .

> x <- seq(0, 400, length = 1000)

> xh <- dgamma (x, shape = 1.62, rate = 1, scale = 34.26)

> data <- data.frame (x, xh)

> par (mfrow = c(1, 2))

> plot(data, type = "1", 1lty = 1.2, xlab = "tis. EUR", ylab =
"Hustota", col = "red", xlim = c(0, 400), cex.lab = 1.7,
cex.axis = 1.5, family = "serif")

> lines(x, dgamma (x, shape = 1.62, rate = 1, scale = 70), 1lty =
1.2, col = "black")

> lines(x, dgamma (x, shape = 2.62, rate = 1, scale = 34.26), lty
= 1.2, col = "blue")

> lines(x, dgamma (x, shape = 2.62, rate = 1, scale =
70),1ty=1.2, col = "darkgreen")

> labels <= c("tvar = 1.62, miera = 34.26","tvar = 1.62, miera
= 70","tvar = 2.62, miera = 34.26","tvar = 2.62, miera = 70")

> legend ("topright", inset = 0.02, title = "parametre", labels,
lwd = 2, col = c("red", "black", "blue", "darkgreen"), bty =
unu)

> xhh <- pgamma (x, shape = 1.62, rate = 1, scale = 34.26)
> data <- data.frame (x, xhh)

> plot(data, type = "1", lty = 1.2, xlab = "tis. EUR", ylab =
"Pravdepodobnost", col = "red", xlim = c(0,400), cex.lab =
1.7, cex.axis = 1.5, family = "serif")

> lines (x,pgamma (x, shape = 1.62, rate = 1.2, scale = 70), lty =
1, col = "black")

> lines(x, pgamma (x, shape = 2.62, rate = 1.2, scale = 34.206),
lty = 1, col = "blue")

> lines (x, pgamma (x, shape = 2.62, rate = 1.2, scale = 70),1lty =
1, col = "darkgreen")

> labels <- c("shape = 1.62, scale = 34.26","shape = 1.62, scale
= 70", "shape = 2.62, scale = 34.26","shape = 2.62, scale =

70™)

> legend ("bottomright", inset = 0.02, title = "parametre",
labels, lwd = 2, col = c("red", "black", "blue", "darkgreen"),
bty — "D")
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Obrazok 4.17: PDF a CDF gamma rozdelenia pravdepodobnosti

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

4.6.9 Chi-kvadrdt rozdelenie pravdepodobnosti

Rozdelenia ako Chi-kvadrat (oznacované aj prostrednictvom symbolu )(2), F-
rozdelenie a t-rozdelenie patria do $irSej skupiny teoretickych rozdeleni, S ktorymi sa mozeme
stretnt’ pri vyhodnocovani mnohych Statistickych testov. Chi-kvadrat rozdelenie je na jednej
strane rozdelenie odvodené od normalneho rozdelenia pravdepodobnosti (dokonca pri n > 90
je mozna aproximacia normalnym rozdelenim) a zaroven ide o Specificky pripad gamma
rozdelenia pravdepodobnosti.

Majme nahodné premenné X, Xy, ..., Xk, ktoré st nezavislé a pochadzaji z normalneho

rozdelenia so strednou hodnotou 0 a rozptylom 1, teda N ~ (0,1). Potom nahodna premenna
k
Q= Zi:1Xi2 ma Chi-kvadrat rozdelenie pravdepodobnosti s tzv. Kk stupiami vol'nosti. Chi-

kvadrat rozdelenie ma zopar uzitocnych vlastnosti. Napriklad sucet dvoch nahodnych
premennych S Chi-kvadrat rozdelenim pravdepodobnosti ma tiez Chi-kvadrat rozdelenie.
Dalsou vlastnostou je, Ze nahodna premenna s Chi-kvadrét rozdelenim sa d4 rozlozit' na sucet
niekol’kych nezavislych Chi-kvadrat rozdeleni. Chi-kvadrat rozdelenie je Specificky
typ gamma rozdelenia, kde parameter tvaru g = k / 2 a parameter miery o = 2.

Pre uplnost’ uvedieme, Ze pri Statistickych testoch sa vyuZziva nasledujtica vlastnost’

-1 2
72, =0 (4.55)
O
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kde nahodna premenna Xz ma Chi-kvadrat rozdelenie pravdepodobnosti sn — 1

stupfiami volnosti, pricom s° je tzv. vyberovy rozptyl (pozri publikdciu venujucu sa

induktivne;j Statistike). PresnejSie, ak ndhodna premenna X pochadza z normélneho rozdelenia,

vyberovy rozptyl ma Chi-kvadrat rozdelenie a zaroven plati, Ze podiel dvoch rozptylov bude

mat’ F-rozdelenie (pozri d’alSie rozdelenie). Tieto skuto¢nosti sa vyuzivaju pri konsStrukcii

intervalov spolahlivosti andsledne pri konStrukcii Statistickych testov v publikéaciach

venujucich sa induktivnej Statistike.

Hodnoty distribuénej funkcie pre rdozne hodnoty stupiiov volnosti sa v minulosti

spravidla uvadzali v tabulkach. V sucasnosti je mozné tieto hodnoty ziskat’ priamo z funkcii

rdznych Statistickych softvérov.

Tabul'ka 20: Tabul'ka zakladnych vlastnosti — Chi-kvadrat rozdelenie

HUSTOTA DISTRIBUCNA FUNKCIA
%—1 —g ]/(k Xj
X2 e PR
f(X)Zﬁ,X>0 F(X)= 2k2
213 ;)
2 2
STREDNA HODNOTA MEDIAN MODUS
- 2 4 8
=k Hrk—=4—— 1=k-2,k>2
# 3 27k 7292 a
DISPERZIA 2k PARAMETRE k

Zdroj: upravené podla zdrojov v pouzitej literatiire

Na nasledujucom obrazku (Obrazok 4.18) su 4 rozne hustoty a distribu¢né funkcie

Chi-kvadrat rozdelenia pravdepodobnosti tak, aby sme ukazali ako sa s r6znou hodnotou

parametra tvaru meni tvar a rozptylenie rozdelenia.

Prikazy pre funkcie hustoty:

> x <- seq(0, 50, length = 1000)

> xh <- dchisqg(x, 5)

> data <- data.frame(x, xh)

> plot(data, type = "1", 1lty = 1.2, xlab = "Nahodna premenna",
ylab = "Hustota", col = "red", cex.lab = 1.7, cex.axis = 1.5,
family = "serif")

> col <= c("red", "green", "blue", "black")

> for (i in 1:3) lines(x, dchisg(x, i*6), lty = 1.2, col =
col[i+1])

> label <_ C("k —_ 5", "k e 6", "k —_ 12", "k —_ 18")

> legend ("topright", inset = 0.02, title = "Stupne volnosti",
label, 1lwd = 2,col = col, bty = "n")

> xhh <- pchisqg(x, 5)

> data <- data.frame(x, xhh)

> plot(data, type = "1", 1lty = 1.2, xlab = "Nahodna premenna",
ylab = "Pravdepodobnost", col = "red", cex.lab = 1.7, cex.axis
= 1.5, family = "serif")
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> for (i in 1:3) lines(x, pchisg(x, i*6), lty = 1.2, col =
col[i+1])
> label <- c¢c("k = 5", "k = 6", "k = 12", "k = 18")
> legend ("bottomright", inset = 0.02, title = "Stupne volnosti",
label, 1lwd = 2, col = col, bty = "n")
'2_ | Stupne volnosti 2 N
< — k=5
k=6
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— k=18 e |
<
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= =)
S £ g_
=]
= ©
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= e
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> o
£ i
= (a9
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Obrazok 4.18: PDF a CDF Chi-kvadrat rozdelenia pravdepodobnosti

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

4.6.10 F-rozdelenie pravdepodobnosti

Ak dve ndhodné premenné s Chi-kvadrat rozdelenim dame do vzajomného pomeru,
vysledné rozdelenie pravdepodobnosti je tzv. F-rozdelenie. Pokial’ Chi-kvadrat rozdelenie sa
pouziva pri testoch o rozptyle, F-rozdelenie pri porovnavani dvoch rozptylov. Ide o d’alsie
rozdelenie, ktoré sa pouziva pri mnohych Statistickych hypotézach a mézeme ho povazovat
spolu s normalnym, Chi-kvadrat a t-rozdelenim za jedno z najvyznamnejSich v Statistickej
indukcii. Nech U; a U, su nahodné premenné s Chi-kvadrat rozdelenim a d; a d st prislusné

stupne vol'nosti, potom nahodna premenna F ma F-rozdelenie:

F= (4.56)

V nasledujucej tabulke, je vypis zdkladnych vztahov F-rozdelenia. Distribu¢na
funkcia vychadza zo Specidlnej neuplnej beta funkcie 7, ktorej vypoctu sa nebudeme blizsie
venovat. V odbornych publikaciach sa mdézeme stretnut’ s mnohymi aproximaciami tejto

distribu¢nej funkcie. Pre nase potreby si vysta¢ime so softvérovym rieSenim.
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Tabul'ka 21: Tabul'ka zakladnych vlastnosti — F-rozdelenie

HUSTOTA DISTRIBUCNA FUNKCIA
dy
d, +d, ) d; |2
w1 M
f(x)=x2 Gy X0 | F)=1 4 (d,/2,d,/2)

I | | 2 de+d2

STREDNA HODNOTA MEDIAN MODUS

= dz ,d, >2 @,-2) d, k>2
2d2(d, +d, -2

DISPERZIA 2 ( 1+2 2 ~2) ,d, >4 PARAMETRE d,,d,
dy(d; —2)°(d, - 4)

pravdepodobnosti zobrazené tak, aby sme ukazali, ako sa s roznou hodnotou parametrov meni

Zdroj: upravené podla zdrojov v pouzitej literatire

Na nasledujicom obrazku st 4 rozne hustoty a distribucné funkcie F-rozdelenia

tvar rozdelenia.

vV V V V

vV V V V V

\Y%

vV V V V

x <- seq(0, 5, length = 1000)
xh <- df(x, 5, 15)
data <- data.frame(x, xh)

plot (data, type = "1", 1lty = 1.2, xlab = "Nahodnd premenna",
ylab = "Hustota", col = "red", ylim = c¢(0, 1), cex.lab = 1.7,
cex.axis = 1.5, family = "serif")

col <- c("red", "green", "blue", "black")

lines(x, df(x, 5, 25), lty = 1.2, col = "green")

lines(x, df(x, 15, 15), 1lty = 1.2, col = "blue")

lines(x, df(x, 15, 25), 1lty = 1.2, col = "black")

label <- c¢("dl1 =5, d2 = 15", "dl1 = 5, d2 = 25", "dl = 15, d2
= 15", "dl = 15, d2 = 25")

legend ("topright", inset = 0.02, title = "Stupne volnosti",
label, 1wd = 2, col = col, bty = "n")

xhh <- pf(x, 5, 15)

data <- data.frame (x, xhh)

plot (data, type = "1", lty = 1.2, xlab = "Nahodn& premenna",
ylab = "Pravdepodobnost", col = "red", ylim = c(0, 1), cex.lab
= 1.7, cex.axis = 1.5, family = "serif")

lines(x, pf(x, 5, 25), lty = 1.2, col = "green")

lines (x, pf(x, 15, 15), lty = 1.2, col = "blue")

lines (x, pf(x, 15, 25), lty = 1.2, col = "black")

legend ("bottomright™, inset = 0.02, title = "Stupne volnosti",
label, 1lwd = 2, col = col, bty = "n")
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Obrazok 4.19: PDF a CDF F-rozdelenia pravdepodobnosti
Zdroj: viastné spracovanie v programe R

4.6.11 Studentovo t-rozdelenie pravdepodobnosti

Majme ndhodntl premenna Z, ktord ma normélne rozdelenie so strednou hodnotou 0

a s rozptylom 1 a nahodnti premennti 2°, ktora ma Chi-kvadrat rozdelenie pravdepodobnosti

s (n — 1) stupnami vol'nosti. Potom ndhodna premenna T, ma tzv. Studentovo t-rozdelenie:

T=— (4.57)
X
Ak d; je pocet stupniov vol'nosti a F; hypergeometricka funkcia, potom funkciu hustotu

a distribu¢ntl funkciu mézeme zapisat’ tak, ako je to uvedené v nasledujucej tabulke:

Tabulka 22: Tabul'ka zakladnych vlastnosti — t-rozdelenie

HUSTOTA DISTRIBUCNA FUNKCIA

r - 2
f(X)—(—Z LX) 1 d, +1 2,:1(;0'1;1;2;_3)
F(x)=5+xl“( 1" j L

() o) 8]

xeR,d; eN

STREDNA HODNOTA MEDIAN MODUS
d;

DISPERZIA Y d, >2 PARAMETRE d,
-

Zdroj: upravené podla zdrojov v pouzitej literatiire
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> x <- seq (-5, 5, length = 1000)

> xh <- dt(x, 1)

> data <- data.frame (x, xh)

> plot(data, type = "1", lty = 1.2, xlab = "Nahodné& premenna",
ylab = "Hustota", col = "red", ylim = c(0, 0.4), cex.lab =
1.7, cex.axis = 1.5, family = "serif")

> col <= c("red", "blue", "black")

> for (i in 1:2) lines(x, dt(x, i*2), lty = 1.2, col = col[i+1])

> label <- c¢c("k = 1", "k = 2", "k = 4")

> legend ("topright", inset = 0.02, title = "Stupne volnosti",
label, 1lwd = 2, col = col, bty = "n")

> xhh <- pt(x, 1)

> data <- data.frame (x, xhh)

> plot(data, type = "1", 1lty = 1.2, xlab = "Nahodné& premenna",
ylab = "Pravdepodobnost", col = "red", cex.lab = 1.7, cex.axis
= 1.5, family = "serif")

> col <- c("red","blue","black")

> for (i in 1:2) lines(x, pt(x,i*2), lty = 1,col = col[i+1])

> legend ("bottomright", inset = 0.02, title = "Stupne volnosti",
label, 1lwd = 2, col = col, bty = "n")

-+
<3 Stupne volnosti
— k=1
— k=2
— k=4 « |
o
@
=]
e
g
S v
= o <
= =
72 O 2
= =
= =
N o
S
an
—
<
™ _
= Stupne volnosti
— k=1
— k=2
= — k=4
S
I I I I I [ I I I I
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
Nahodna premenna Nahodna premenna

Obrazok 4.20: PDF a CDF t-rozdelenia pravdepodobnosti

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

4.7 Viacrozmerné rozdelenia pravdepodobnosti

Pri analyze ekonomickych udajov je niekedy potrebné zaoberat’ sa aj pripadom, ak
skiimame naraz viac nez jednu ndhodnu premennd. Mdze nas zaujimat’ usporiadand dvojica
velkosti nakupu a vysky prijmov zédkaznikov. Usporiadand mnozina ndhodnych premennych,

s akymi sme pracovali doposial, vytvara tzv. ndhodny vektor. Podobne ako mozZeme

133



definovat’ stredni hodnotu, disperziu a kovarianciu medzi ndhodnymi premennymi, mozeme
definovat’ aj analogické vlastnosti pre nahodné vektory. Taktiez mdzeme definovat aj
distribu¢nu funkciu a viacrozmerné pravdepodobnostné rozdelenia. Vdaka viacrozmernej
verzii centralnej limitnej vety ma v tedrii vyznamné postavenie hlavne viacrozmerné
normalne rozdelenie, ako aj d’alSie rozdelenia od neho odvodené, ktoré si charakterizujeme

V tejto Casti.

4.7.1 Nahodny vektor, jeho strednad hodnota a variancno-kovarianc¢na matica

Néahodnu premennu sme definovali ako funkciu, ktord priraduje vysledku pokusu
realne ¢islo. UvaZujme o situdcii, ak by sme mali viac nez jednu takito ndhodnt premenn.
Oznaéme si jednotlivé ndhodné premenné ako Xj, Xz, ..., Xp, N € N. Nahodnym vektorom X

oznacime vektor pozostavajici z tychto ndhodnych premennych:

X = (Xqg, X2, oey Xp) (4.58)
Strednt hodnotu ndhodnej premennej, ktortt sme si uz definovali, mézeme vyuzit pri

definicii strednej hodnoty ndhodného vektora:

E(X) = (E(X1), E(X2), .., E(Xn)) (4.59)
Strednti hodnotu ndhodného vektora teda dostaneme, ak vytvorime vektor strednych

hodnot ndhodnych premennych, ktoré ho tvoria.

O nieco zloZitejSie je to v pripade disperzie. Zdalo by sa, Ze by sme mohli postupovat
rovnako ako pri strednej hodnote — definovat’ oby¢ajny vektor pozostavajici z individualnych
disperzii. Nebude tomu vS$ak tak. Dovod je jednoduchy — okrem individualnych rozptylov je
totiz vel'mi dolezity aj vzt'ah (presnejsie zavislost’) premennych, ktoré tvoria nahodny vektor.

Ide o situaciu vel'mi podobnt diferencialnemu poctu funkcie viacerych premennych.
Ak si spomenieme na poznatky z matematiky, pri funkcii f, ktora ma n € N premennych,
mozeme spocitat’ gradient, €ize vektor prvych parcidlnych derivacii. Ak by sme vSak chceli
urcit’ druhé derivacie, nedostali by sme vektor, ale tzv. Hessovu maticu, skladajucu sa
Z druhych parcialnych derivécii. Maticu dostdvame preto, Ze druhé derivacie moZeme dostat’
(krizovym) derivovanim prvych derivacii podla vSetkych premennych. Dostdvame tak n X n
derivacii (napr. podl'a prvej a znova prvej premennej, podla prvej a druhej, prvej a tretej,
a pod.).

Analogia s naSim problémom spociva v tom, Ze namiesto ,.disperzie nahodného
vektora nebudeme definovat’ vektor, ale takzvan(i varian¢no-kovarian¢nti maticu (analogicky
k Hessovej matici). Ta bude mat’ pre nahodny vektor X rozmer n x n, aprvkami buda

kovariancie medzi vSetkymi dvojprvkovymi kombinidciami nahodnych premennych.
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Varian¢no-kovarianénu maticu ndhodného vektora X budeme oznacovat Xx, popripade
var(X).
Aby sme si priblizili prvky Xx, je najprv potrebné definovat’ kovarianciu medzi

nahodnymi premennymi. Kovariancia medzi nahodnymi premennymi X a Y je dand vzt'ahom:

cov(X,Y) = E[(X — E(X)) (Y — E(Y))] (4.60)
Znamienko kovariancie nam hovori o vzt'ahu medzi tymito ndhodnymi premennymi.

AKk je kovariancia kladna, hovorime, Ze medzi X a Y je priama zavislost’ (s rastom X spravidla
rastie aj Y). Ak je kovariancia zaporna, hovorime, ze medzi X aY je nepriama zavislost
(rastuce hodnoty X st spravidla sprevadzané klesajucimi hodnotami Y). V pripade nulovej
kovariancie medzi ndhodnymi premennymi X a Y hovorime, ze st nekorelované. Na tomto
mieste je treba poznamenat’, ze nekorelovanost’ neimplikuje nezavislost' v zmysle, ako sme ju
definovali v predchadzajucich cCastiach. Kovariancia meria len jednu S$pecificki formu
zavislosti — premenné X aY mozu byt zavislé, no nekorelované. Plati vSak iné tvrdenie —
nezavislé nahodné premenné X a Y st vzdy aj nekorelované.

Pomocou kovariancie preto mézeme definovat’ Xx. Variancno-kovarianénd matica

bude predstavovat maticu, ktorej prvkami si prisluSné kovariancie medzi ndhodnymi

premennymi.
cov(X,, X;) cov(Xy, X,) - cov(Xy, X,)
cov(X,, X;) cov(X,, X,) - cov(X,, X
| X)X Xe) e cov(Xa X, o)
cov(X,, X;) cov(X,, X,) - cov(X,, X,)
Vsimnime si vSak, Ze z definicie kovariancie po dosadeni tej istej ndhodnej premennej
dostavame:
cov(X,X) = E[(X - E(X)) (X —E(X))] (4.62)
= E[(X - E(X))]
=D(X)

Kovariancia nahodnej premennej samej so sebou je teda rovna jej rozptylu. Vidime, zZe
vo varian¢no-kovarian¢nej matici su to prvky na hlavnej diagonale (napr. cov(Xi, X;) alebo

cov(Xn, Xn)). Mézeme preto napisat’

D(X,) cov(X,, X,) -+ cov(Xqy, X,)
L= COV(>(:2’X1) D(?<2) COV(Xzz’Xn) (4.63)
cov(X,, X;) cov(X,,X,) - D(X,)

Uvedena skuto¢nost’ vysvetl'uje aj nazov varian¢no-kovarian¢énej matice — na hlavnej
diagonale obsahuje disperzie (rozptyl sa predklada v angliCtine ako ,,variance)

a mimodiagonalne prvky st kovariancie.
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Varian¢no-kovariancna matica nam poskytuje pomerne vela informacii o nahodnych
premennych tvoriacich nahodny vektor X. Vieme znej vycitat disperzie vsetkych
premennych obsiahnutych v X. Navyse, pomocou Xx vieme charakterizovat’ aj vztahy medzi

vSetkymi ndhodnymi premennymi v X, ked’ze pozname ich vzajomné kovariancie.

4.7.2 ZdruZené, marginadlne a podmienené rozdelenia

V predchadzajucej Casti sme definovali ndhodny vektor, stredni hodnotu ndhodného
vektora ajeho varianéno-kovarianénui maticu. Z toho ¢o sme uviedli je zrejmé, ze okrem
individudlnych vlastnosti ndhodnych premennych su vel'mi délezité aj ich vzajomné vztahy,
ktoré sme si priblizili na priklade kovariancii.

V tejto Casti by sme radi zodpovedali otazku, ako si predstavit viacrozmerné
pravdepodobnostné rozdelenie. V predchadzajucich kapitolach sme popisali viaceré diskrétne
a spojité rozdelenia ndhodnych premennych. Podobne ako pri strednej hodnote ndhodného
vektora, kde sme vychadzali zo strednej hodnoty jednotlivych premennych, aj pri definicii
viacrozmerné¢ho rozdelenia budeme vychddzat' prave z jednorozmernych. Je vSak potrebné
vysvetlit, ako z ¢iastkovych pravdepodobnostnych rozdeleni dostat’ jedno pravdepodobnostné
rozdelenie pre cely nahodny vektor.

Pripomenime, ze ako v pripade diskrétnych, tak aj spojitych rozdeleni bolo vzdy mozné
definovat’ tzv. (kumulativnu) distribuéntt funkciu, pomocou ktorej modzeme popisat
pravdepodobnostné rozdelenie. Hodnotu distribu¢nej funkcie F nahodnej premennej X v bode
x sme definovali nasledovne:

F(x) = P(X<X) (4.64)
Bez umy na vSeobecnosti pracujme pre prehladnost’ s najjednoduch$im

viacrozmernym rozdelenim pravdepodobnosti — dvojrozmernym. Uvazujme preto nahodny
vektor X = (Xy, Xz), kde X;, Xz st nahodné premenné. Pre nahodny vektor X definujeme
zdruZenu distribu¢na funkciu Fx(x1, X2) (angl. joint distribution function):

Fx(X1, X2) = P(X1 < X1, X2 < %p) (4.65)
Ta vyjadruje pravdepodobnost, ze prva zlozka nahodného vektora X nadobudne

hodnotu mensiu alebo rovna X; a sucasne druha zlozka nadhodného vektora X nadobudne
hodnotu mensiu alebo rovnu Xo.
Z definicie zdruZenej distribu¢nej funkcie plati:

P(X1a < X1 < X1, X2a < X2 < Xap) = Fx(X1b, X20) — Fx(X1b, X2a) — Fx(X1a, X2b) + Fx(X1a, X2a)  (4.66)

136



[
»

X1

Obrazok 4.21: Obsah obdiznika daného suradnicami (X1a, X2a) @ (X1p, X2p)
Zdroj: viastné spracovanie
Intuitivne vysvetlenie predchadzajucej vlastnosti je zrejmé (Obrazok 4.21). Ak by sme
uvazovali o obsahu bieleho obdiznika vymedzenom bodmi (X1a, X2a) @ (X1p, X2p), mOzeme ho
vyratat’ tak, Ze najprv spoditame obsah celého modrého obdiznika vymedzeného bodmi (0, 0)
a (X1p, Xzp), od ktorého by sme odpogitali zelené obdizniky vymedzené bodmi (0, 0) a (X1a,
Xap), ako aj (0,0) a (Xip, X2a). Problém je, Ze tieto dva obdizniky sa prekryvaju. Cerveny
obdiznik vymedzeny (0, 0) @ (X1a, X2a) by sme odratali dvakrét (je sa¢astou oboch zelenych
obdiZnikov), musime ho preto este raz priratat’.
AK si to zhrnieme, pre vypodet obsahu bieleho obdiznika musime vykonat’ nasledovné
operacie na obdiznikoch vymedzenych pociatkom suradnicovej sustavy (0, 0):
e vypocitat’ obsah modrého obdiZnika, daného koncovym bodom (Xip, X2b),
e odpocitat’ obsah zeleného obdiznika, daného koncovym bodom (X1a, X2b),
e odpocitat’ obsah zeleného obdiznika, daného koncovym bodom (X1p, X2a),
e pripogitat’ obsah Gerveného obdiznika, daného koncovym bodom (X1a, X2a),
Vlastnost’ (4.66) je tiplne analogicka nasej predchadzajiicej ivahe s obdiznikmi s tym
rozdielom, Ze namiesto obsahov sa za prisluSné mnoziny pocitaji hodnoty distribu¢ne;j
funkcie (a obdizniky nepocitame od 0, ale 0d —o v smere oboch osf).
Zdruzena distribu¢nd funkcia ma niekolko vlastnosti, ktoré sa podobaju na vlastnosti

distribu¢nej funkcie jednej premenne;j:

lim F,(%,%,)=0
(3% )—>(~o0,<0) x (%) (4.67)
lim Fy (X, X,) =1 (4.68)

(Xl'XZ )—)(OO,(X))

Zdruzena distribucnd funkcia je ohrani¢end aje neklesajuca vzhl'adom na vSetky
premenné.
Okrem zdruZenej distribu¢nej funkcie mézeme uvazovat’ aj o distribucnych funkciach

jednotlivych ndhodnych premennych, ktoré vytvaraju ndhodny vektor X. Ak by sme napriklad
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uvazovali len o pravdepodobnostnom rozdeleni ndhodnej premennej X; bez ohl'adu na to, aké
hodnoty nadobuda nahodna premenna X, (resp. presnejsie, po zohl'adneni vsetkych hodnot,
ktoré moze nadobudat’ ndhodnd premennad Xj), dostdvame tzv. marginalne rozdelenia
pravdepodobnosti.

Marginalne distribu¢né funkcie pre dve nihodné premenné tvoriace zlozky
nahodného vektora X st definované nasledovne:

Fy, (%) = P(X; £x%) =P(X; <X, X, £0) = Xlzi_>mw F(X, %) (4.69)
Fx, (%) = P(X; <%,) =P(X; <0, X, <X;) = Xllimo F (X, %2) (4.70)

Marginalne distribu¢né funkcie vyjadruji pravdepodobnost’, s akou bude prislusna
nahodna premennd nadobudat’ hodnotu mens$iu ako zvolené ¢islo, ak neberieme do tvahy
realizacie druhej ndhodnej premenne;.

Je zrejmé, Ze sa pri takomto pristupe dobrovolne vzdavame urcitej informacie. Pokial
medzi ndhodnymi premennymi X; a X; existuje uréity vztah a poznali by sme hodnotu
nahodnej premennej X, (napriklad ak by sme vedeli, ze X; = 2), mohlo by ndm to pomdct’
odhadnut’, aké hodnoty nadobudne ndhodnd premenna X;.

Ak by sme taktto informaciu chceli vyuzit, znamenalo by to, Ze by sme sa snazili
popisat’ pravdepodobnostné rozdelenie nahodnej premennej Xj, ktoré by zaviselo na tom, aké
hodnoty nadobudne ndhodna premenna X,. Inak povedané, hodnoty X; by boli podmienené
hodnotami  X,. Takto =ziskané rozdelenie nazyvame podmienenym rozdelenim
pravdepodobnosti. V savislosti s Bayesovou vetou sme si uz v jednej z predchadzajucich
kapitol definovali podmienent pravdepodobnost. Sjej vyuzitim mozeme definovat
podmienent distribuénu funkciu pre nahodné premenné X; a X,. Tieto distribu¢né funkcie
budeme vsulade so spominanou definiciou podmienenej pravdepodobnosti oznacovat
nasledovne:

Fyx, (% [ X2) = P(Xy <%, X5 =X,) (4.71)

Fy,x, (X2 [ %) = P(Xy =X, X5 £X,) (4.72)
Vzt'ah medzi zdruzenym, marginalnym a podmienenym rozdelenim pravdepodobnosti

si mozeme vysvetlit’ na pripade diskrétnych, aj spojitych ndhodnych premennych.
V pripade diskrétnych ndhodnych premennych X; aX; mame definované
pravdepodobnostné funkcie pre obidve premenné. Marginalnu funkciu pravdepodobnosti pre
nahodni premenni X; moézeme definovat podla podmienenej pravdepodobnosti

a marginalnej pravdepodobnosti pre premenntl Xj:

PO =x)= D PX=x,X;=X)= D P(X=x|X, =x)P(X;=%) (473

Xp€H (Xz) xpeH (X3)
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V predchadzajuicom vztahu su sucty realizované pre vsSetky hodnoty X,, ktoré
nadobuda nahodna premenna X, (ide 0 prvky oboru hodnét X5, ktory oznacujeme ako H(X3)).
Vsimnime si, ze margindlne rozdelenie pre X; mdzeme dostat’ pomocou margindlneho
rozdelenia nahodnej premennej X, a podmieneného rozdelenia Xi|X,. Co sa stane v pripade,
ak st ndhodné premenné X; a X, nezavislé?

Z predchadzajucich kapitol vieme, ze z definicie pre dve nezavislé nahodné premenné

X1a Xy plati:
P(X1 =X | X5 =%;) = P(X; =X) (4.74)
Po dosadeni do vzorca (4.73) dostavame
ZP(X1=X1|X2 =Xp)P(X3 =%;) =P(X; =) ZP(Xz =Xa) (4.75)
XeH (X5) XpeH (X5)
= P(X, =%)-1 (4.76)
=P(X;=%) 4.77)

Vo vSeobecnosti by sme mohli pre zdruzenu funkciu pravdepodobnosti napisat’

pomocou podmienenej a marginalnej funkcie pravdepodobnosti:

P(Xl =Xq, Xo = X2) = P(X2 = X2 | X1 = X1) P(Xl = X1) (478)

Podrla vysSie uvedenej vlastnosti pre nezavislé nahodné veli¢iny X;, X, dostavame:
P(Xl = Xq, Xo = X2) = P(X2 = X2 | X1 = X1) P(Xl = X1) (479)
= P(X2 = x2) P(X1 = X1) (4.80)

To znamend, Ze pre nezavislé nahodné veliiny predstavuje zdruZena funkcia
pravdepodobnosti sucin jednotlivych marginalnych funkcii pravdepodobnosti.

S pomocou marginalnych a podmienenych rozdeleni X; a X, mozeme odvodit” d’alSie
veli¢iny, akymi s napriklad podmienena stredna hodnota, podmieneny rozptyl a podobne. Na
ukazku si definujme napriklad podmienent strednu hodnotu, ktora ma v Statistike (ako aj
Vv tedrii pravdepodobnosti) zasadny vyznam. Podmienenou strednou hodnotou nazyvame
vyraz:

E(X; Xy =)= D XP(X; =X | X, =X,) 4.81)

xeH (Xy)

_ Z X P(Xy =X, X, =X%p)
= 1
xeH (Xy) P(X,=X,)
V prvom pripade sme podmienent strednu hodnotu zapisali pomocou podmienenej

(4.82)

pravdepodobnosti, v druhom pomocou zdruZzenej a marginalnej funkcie pravdepodobnosti.

V pripade spojitych nahodnych premennych nema zmysel uvazovat o funkcii
pravdepodobnosti, vyuzivame preto spravidla hustoty pravdepodobnosti. V d’alSom texte
predpokladajme, Ze pre skimané rozdelenie existuju vSetky funkcie hustdt pravdepodobnosti,

S ktorymi budeme pracovat.

139



Analogiou funkcie marginalnej pravdepodobnosti su funkcie marginalnej hustoty

pravdepodobnosti, ktoré oznatime fy (x)a fy (X;). Podobne podmienené hustoty

pravdepodobnosti  oznadime  fy x, (X, [X;) a fy x (X;[%). ZdruZeni hustotu

pravdepodobnosti definujeme s ich pomocou ako:

fi (% %) = T e, (% | %) Fix, () = fix, (X2 [ %) T (%) (4.83)
Pre zdruzent distribu¢nu funkciu diskrétneho nahodného vektora X potom dostdvame:
Fx(X1, X2) = P(X1 < x1, X2 < X2) (4.84)
:ZZP(Xl:Xi:XZZXj) (4.85)

% <X X[ <X

Pre zdruzent distribu¢nu funkciu spojitého nahodného vektora X méame:
Fx(X1, X2) = P(X1 < X1, X2 <%2) (4.86)
=77 £ 00, e (4.87)

Priklad 4.20
PopiSme zdruzené, marginalne a podmienené rozdelenia pravdepodobnosti pre nahodné
premenné X a Y, ak obidve méze nadobtidat’ hodnoty z mnoziny {1, 2, 3} s nasledovnymi
pravdepodobnostami
Y
1 2 3
1 0.15 0.04 0.03
X 2 0.13 0.19 0.06

3 0.11 0.12 0.17
RieSenie: V prvom rade si treba uvedomit’, ze pravdepodobnosti obsiahnuté v tabul’ke nam
definuju zdruzené rozdelenie pravdepodobnosti. Je tomu tak preto, lebo kazdej kombinacii
hodnét, ktoré moéze nadobtdat’ nahodna premenna X, ako aj nahodna premenna Y, mézeme
jednoznacne priradit’ pravdepodobnost’. Napriklad je zrejmé, ze

P(X=1,Y=3)=0.03
Zaroven moézeme overit, ze naozaj ide o rozdelenie pravdepodobnosti — sucet vsetkych
pravdepodobnosti v tabulke je
0.15+0.04 +0.03 +0.13+0.19+0.06 + 0.11 + 0.12 + 0.17 = 1.00

Marginalne rozdelenia moZzeme zo zdruzeného ziskat' tak, Ze spocitame riadkové, resp.

stipcové suéty pravdepodobnosti:
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Y
1 2 3
1 0.15 0.04 0.03 0.22
X 2 0.13 0.19 0.06 0.38
3 0.11 0.12 0.7 040
039 035 0.26
Marginalnu pravdepodobnost’ P(X = 1) dostaneme takto:
PX=1)=P(X=1,Y=1)+P(X=1,Y=2)+P(X=1,Y=3)
=0.15+0.04 +0.03
=0.22
Podobne pre marginalnu pravdepodobnost’ P(Y = 2) mame:
PY=2)=P(X=1,Y=2)+P(X=2,Y=2)+P(X=3,Y=2)
=0.04 +0.19+0.12
=0.35
Zostava eSte definovat’ podmienené pravdepodobnosti.
Charakterizujme teraz podmienené rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej X
Vv zavislosti na Y, ak Y = 3. Zrejme tak ako doposial’, nahodna premenna X méze nadobudat’
tri hodnoty, 1, 2 a 3.
Y
1 2 3
1 0.15 0.04 0.03
X 2 0.13 0.19 0.06
3 0.11 0.2 0.17
Ak plati Y = 3, potom do tvahy prichadza len posledny stipec tabul’ky. Pre ostatné bunky
totiz Y nadobuida iné hodnoty ako 3.
Ak by sme mali preto stanovit’ pravdepodobnost’ javu napriklad P(X =1 | Y = 3), mohli by
sme byt v pokuSeni tvrdit’, ze hl'adana pravdepodobnost’ je rovna 0.03. V skuto¢nosti tomu
tak ale nebude, o je pri pohlade na posledny stipec tabulky intuitivne zrejmé
(pravdepodobnost’ by bola vel'mi nizka).
Dovodom je skutocnost’, Ze aj podmienené rozdelenie X |Y = 3 je pravdepodobnostnym
rozdelenim. Stcéet pravdepodobnosti vSetkych javov musi byt rovny jedne;.
Uz z tlohy o marginédlnych pravdepodobnostiach vieme, Ze marginalna pravdepodobnost’
Y = 3 ma hodnotu:
P(Y=3)=P(X=1,Y=3)+P(X=2,Y=3)+P(X=3,Y=3)=0.26
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Stipec, ktory sme v predchadzajicej tabul’ke vyznacili zelenou preto neudava podmienené
pravdepodobnosti. Tie dostaneme, ak ich vydelime margindlnou pravdepodobnostou
P(Y =3).
Dostaneme tak hl'adany vysledok:
PX=1|Y=3)=P(X=1,Y=3)/P(Y=3)=0.03/0.26 = 0.12
PX=2|Y=3)=P(X=1,Y=3)/P(Y=3)=0.06/0.26 = 0.23
PX=3|Y=3)=P(X=1,Y=3)/P(Y=3)=0.17/0.26 = 0.65
Pre kontrolu este mozeme uviest, ze v tomto pripade naozaj dostavame sucet
pravdepodobnosti rovny jednej:
PX=1|Y=3)+P(X=2|Y=3)+P(X=3]Y=3)=0.12+0.23 +0.65 =1.00

4.7.3 Dvojrozmerné normdlne rozdelenie

S pomocou rozdeleni charakterizovanych v predchadzajtcej Casti je mozné definovat’
dvojrozmerné normalne rozdelenie pravdepodobnosti. O ndhodnych premennych X; a X
tvoriacich nahodny vektor X = (Xi, X2) hovorime, ze maji dvojrozmerné zdruzené rozdelenie
pravdepodobnosti, ak vSetky linedrne kombindcie zloziek X v tvare:

X1 + aX, (488)
kde aj, a; € R, maju jednorozmerné normalne rozdelenie pravdepodobnosti.

Vysvetlime si teraz, ¢o tato definicia znamena. V prvom rade si uvedomme, ze kym X
predstavuje ndhodny vektor, jeho zlozky X; aX; st ndhodné premenné, ktoré maji
jednorozmerné rozdelenia pravdepodobnosti. Ak vytvorime nejaku ich linearnu kombinéciu,
ako sme to popisali vySSie, dostdvame novl nihodnii premennu, ktora ma taktiez
jednorozmerné rozdelenie pravdepodobnosti.

Pravdepodobnostné rozdelenie linedrnej kombinacie by teoreticky mohlo byt’ rdzne.
Ak vSak pre vSetky a;, a, € R dostavame vzdy jednorozmerné normalne rozdelenie,
hovorime, Ze ndhodny vektor ma zdruzené dvojrozmerné normalne rozdelenie.

Mohlo by sa nam zdat, Ze sucet (alebo ind linedrna kombinéacia) nahodnych
premennych s normalnym rozdelenim pravdepodobnosti ma normalne rozdelenie, ako sa
pozaduje v definicii. Vyvstava otdzka, ¢i tato poZiadavka je vzdy splnend. V skuto€nosti sucet
(alebo linearna kombinacia) normalne rozdelenych nezdvislych nahodnych premennych ma
vzdy normadlne rozdelenie. Plati preto, Ze nezadvislé ndhodné premenné s normalnym
rozdelenim pravdepodobnosti maju vzdy zdruzené normalne rozdelenie. Na tomto mieste je

potrebné upozornit, ze dané nahodné premenné musia byt naozaj nezavislé — nie je
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postacujuce, aby boli len nekorelované (nestaci, aby ich varian¢no-kovarian¢na matica bola
diagonalna).

Problémy vznikaji v pripade, ak ndhodné premenné X; a X, nie su nezavislé.
V takomto pripade moézu, ale nemusia mat zdruzené normalne rozdelenie aje potrebné
preskiimat’ platnost’ vztahu uvedeného v definicii.

V predchadzajucich odsekoch sme sa venovali problému, ¢i ndhodné premenné
snormalnym rozdelenim pravdepodobnosti budi vzdy zdruzene normadlne rozdelené
(odpoved’ bola nie). Pravdivé je vSak nasledovné tvrdenie: ak ma nahodny vektor X zdruzené
normalne rozdelenie, potom jeho zlozky maju nutne kazdd jednorozmerné normalne
rozdelenie.

V pripade dvojrozmerného ndhodného vektora X navySe plati aj tvrdenie, Ze
nekorelované ndhodné premenné so zdruzenym normalnym rozdelenim pravdepodobnosti su
vzdy aj nezavislé (v tomto pripade nekorelovanost’ implikuje nezévislost)).

V dalSej casti by sme chceli pristapit’ k charakteristike dvojrozmerného normalneho
rozdelenia.

V jednorozmernom pripade sme charakterizovali normalne rozdelenie nahodnej
premennej pomocou dvoch parametrov: strednej hodnoty a rozptylu. Vo viacrozmernom
pripade budeme mat taktiez dva parametre. Prvym je vektor strednych hodnoét, ktory nam
charakterizuje polohu v ramci dané¢ho rozdelenia. Druhym parametrom bude varian¢no-
kovarian¢nd matica.

Pripomenime, Ze pomocou varian¢no-kovarian¢nej matice vieme ziskat o ndhodnych
premennych tvoriacich nahodny vektor pomerne vel'a informécii. Jednak vieme zistit’ rozptyly
jednotlivych ndhodnych premennych (nachadzaju sa na hlavnej diagonale), ale taktieZ vieme
zistit’ aj vzdjomné kovariancie medzi premennymi, ktoré charakterizujli ich vzajomny vztah.
Ako sme videli v predchadzajtcich odsekoch, vzajomny vztah medzi premennymi (a jeho
absencia, teda nezavislost’) moze byt’ ve'mi dolezity, nie je preto prekvapivé, Ze vystupuje aj
ako parameter tohto rozdelenia pravdepodobnosti.

Varian¢no-kovarian¢na matica pre nahodny vektor X = (X;, Xz) moéze byt zapisana

nasledovne:
cov(X,, X cov(X,, X
= (Xy, Xy) (X1, X3) (4.89)
cov(X,, X;) cov(X,, X,)
_ ok, cov(Xy, X,) 4.90)
cov(Xy, X,) ok, '
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2

Ox Px,x,0x,0x

— 1 12 2 1 2 (491)
Px,x,9%,9x, Ox,

Prva rovnost’ predstavuje definiciu varian¢no-kovarian¢énej matice. V druhom kroku
sme oznalili oy a oy, rozptyly nahodnych premennych (kedZe kovariancia nahodnej

premennej samej so sebou je rovna jej rozptylu). V poslednom kroku sme vyuzili definiciu

korela¢ného koeficientu, ktory je dany vztahom:

Pxx, =—— (4.92)

Teraz uz mame vsSetko potrebné¢, aby sme definovali zdruzeni hustotu

pravdepodobnosti dvojrozmerného normalneho rozdelenia fx:

1
exp| - —————
27Z'O'X10'X2\/1—p)2(1X2 ( 2(1- px,x,)

2 2
H(Xl,XZ):(xl—E(xl)j +(xz—E(xz)J opy, KZEODIX, “ECX)) (g

Ox Ox Ox,0x,

fx (X, %) =

H (X, XZ)J (4.93)

1 2

ZdruZzend hustota sa vyrazne podobd na hustotu obycajného jednorozmerného
normalneho rozdelenia.
Zo zdruzenej funkcie hustoty je mozné ziskat' aj individudlne marginalne hustoty

pravdepodobnosti pre ndhodné premenné X; a Xo:

2
1 1( x, —E(X,)
f (%) = ————exp| —=| == 4.95
Xl( 1) \/ZGXI XP 2 O_Xl J ( )
2
o () = ———exp| - | X —E(X2) (4.96)
Xy \ 2 \/ZGXZ 2 O-Xz .

V pripade marginalnych distribu¢nych funkcii vidime, Ze naozaj ide o jednorozmerné
hustoty pravdepodobnosti normalneho rozdelenia. Z ich zapisu je zrejmé, Ze pri marginalnych
rozdeleniach stracame informaciu o vzdjomnom vztahu premennych: vzorec (4.95) vobec
neobsahuje X,, a vzorec (4.96) vobec neobsahuje vyrazy suvisiace s X;. Na tomto vidiet’ aj to,
preco dve normalne rozdelené ndhodné premenné nemusia mat vzdy zdruzené normadlne
rozdelenie — okrem marginalnych rozdeleni musi uréité podmienky spifiat’ aj ich vzajomny
vztah, ktory z marginalnych rozdeleni nevidime.

Podobne je mozné odvodit’ aj podmienené hustoty pravdepodobnosti:
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Fxx, (X2 [ %) =

o
1 Xz — E(Xz ~ Px.X, T_XZ (X, - E(Xl)]
X1
— expl - (4.97)
27[0_)(2 \/1_ 'O)Z(lxz 2 Ox, \/1_ p)2<1x2

X2

2
Ox
X —E| X;—pxx, — (X3 —E(X,)
1 1 o

Fxax, (X [ X5) = expl - (4.98)
o ‘V27T‘7x1\ll_,0>2<lx2 2 Ux1\/1_10>2<1x2

Pri podmienenych hustotach pravdepodobnosti ziskavame popis pravdepodobnostného

rozdelenia pre pripad, Ze je hodnota jednej premennej podmienend zndmou hodnotou druhe;j.

Ak vieme, Ze medzi X; a X, existuje vzt'ah, potom ak pozndme hodnotu, ktort nadobudne X,

dostavame iné rozdelenie pravdepodobnosti pre hodnoty, ktoré pri danom X; mdze nadobudat’

X1.

Ulohu avyznam jednotlivych pravdepodobnostnych rozdeleni, ako aj hustot

a distribu¢nych funkcii mézeme zjednodusene popisat’ takto:

ZdruZené rozdelenie pravdepodobnosti ndim hovori, aka je pravdepodobnost’
javu, ze nahodny vektor X = (X;, Xz) bude nadobudat’ urcit¢ hodnoty. Inak
povedané, hovori ndm o rozdeleni pravdepodobnosti hodndt, ktoré mozu
spolo¢ne nadobudat’ nahodné premenné X; a Xo.

Marginalne rozdelenia pravdepodobnosti pre nahodné premenné X; a X2 nam
hovoria o pravdepodobnostiach, sakymi premenné X; a X; budi nadobudat
rozne hodnoty, pokial’ nevyuzijeme informaciu o ich vztahu — teda bez ohl'adu
na druhtt premennt. Dostdvame samostatné jednorozmerné rozdelenie
pravdepodobnosti pre X; a X».

Podmienené rozdelenia pravdepodobnosti su rozdeleniami pravdepodobnosti,
ktoré popisuju pravdepodobnost nadobudnutia urcitych hodnét jednou
Zz ndhodnych premennych, ak predpokladdme, ze druhd nihodna premenna
nadobuda konkrétnu hodnotu. Tieto rozdelenia ndm davaji odpoved’ na otazku,
aké su pravdepodobnosti pre ndhodntl premennt X; vzhl'adom na jej vzt'ah k Xo,
ak vieme, Ze X, nadobuda zname hodnoty. Rozdelenie sa podoba na zdruzené
rozdelenie pravdepodobnosti s tym rozdielom, ze nahodna je len jedna premenna

(v nasom priklade X;) a hodnota druhej je dana (Xy).
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Dvojrozmerné normalne rozdelenie si moézeme priblizit aj graficky. Pri
dvojrozmernom rozdeleni bude pre vizualizadciu hustoty pravdepodobnosti nutné vyuzit
trojrozmernu plochu. Jednou z moznosti, ako tento problém obist’, je zakreslit' rdzne Grovne
hodnoty zdruzenej funkcie hustoty pomocou ,vrstevnic®, teda uroviiovych Kkriviek.

V programe R mdzeme takyto obrazok nakreslit’ vyuzitim funkcie countour.

O
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=
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Néhodné premenna X,

Obrazok 4.22 Uroviiové krivky pre dvojrozmerné zdruZené normalne rozdelenie

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

> library (mvtnorm)
> library(lattice)
> rm(list = 1s())

> x <- seq(-6, 6, 0.5)

>y <= X
> density <- function(x, y) { dmvnorm(x = cbind(x, y), sigma =
matrix(c(7, 1, 1, 6), nrow = 2))}

> z <- outer(x, y, density)

> par (mar = c(4, 5, 1, 0.5))

> image(x, y, z, col = heat.colors(32), xlab =
expression ("Ndhodnd premenna X"[1]), ylab =
expression ("Ndhodnd premenna X "[2]), cex.lab = 1, family =
"serif")

> contour(x, y, z, add = TRUE)

V programe R moézeme zobrazit' aj trojrozmernt projekciu hustoty pravdepodobnosti

zdruzeného normalneho rozdelenia.
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Obrazok 4.23 ZdruZend hustota pravdepodobnosti dvojrozmerného normalneho rozdelenia

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

> library (mvtnorm)
> library(lattice)
> rm(list=1s())

> x <- seq(-6, 6, 0.5)

>y <- X
> density <- function(x, y) {dmvnorm(x = cbind(x, y), sigma =
matrix(c(7, 1, 1, 6), nrow = 2))}

> z <- outer(x, y, density)
> par(mar = c(4, 5, 1, 0.5))

> grid <- expand.grid(x = X,y = V)
>

>

z <= c()
for (¢ in 1 : (dim(grid) [1])) grid[["z"]]I[c]
dmvnorm (cbind(grid[c, 1], grid[c, 2]), sigma = matrix(c(7, 1 ,

1, 6), nrow = 2))

> newcols <- colorRampPalette(c("grey90", "greyl0O"))

> wireframe(z ~ x * y, grid, colorkey = TRUE, drape = TRUE,
col.regions = newcols (100), xlab = expression("X"[1]), ylab =
expression ("X"[2]), zlab = expression("f£(X"[1]*",X"[2]*")"))

Na obrazku je mozné vidiet' niekol’ko skutoCnosti. Ak si v§imneme krivky, ktoré

v grafe prechadzaju vsmere osi X;, moézeme lahko vidiet, Ze ich tvar pripomina
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jednorozmerné normalne rozdelenie pravdepodobnosti. Je tomu tak preto, ze tento tvar
zodpovedd podmienenému rozdeleniu pravdepodobnosti. Preco je tomu tak? Pre krivky na
nasom obrazku plati, Ze si rovnobezné s 0S0U X;. Znamena to teda, Ze pre vSetky body na nej
je hodnota suradnice X; rovnakd. To presne zodpoveda situdcii, v ktorej uvazujeme
0 pravdepodobnostnom rozdeleni podmienenej hustoty pravdepodobnosti pre konstantné X».
Zaroven ale plati, Zze dand krivka nie je naozaj podmienenou hustotou. Dévod je
jednoduchy — aby naozaj iSlo o pravdepodobnostné rozdelenie, integral z danej funkcie od
minus nekone¢na po nekone¢no by mal byt rovny jednej — len tak moéze ist’ o hustotu
pravdepodobnosti. V priklade uvedenom v zavere predchadzajucej podkapitoly sme videli, ze
hodnoty je nutné upravit o marginalnu pravdepodobnost’ tej ndhodnej premennej, ktord je
konstantna. V tomto pripade by sme funkciu s prislusnou krivkou rovnobeznou s 0sou X;
museli eSte vydelit margindlnou hustotou pravdepodobnosti, Ze ndhodnd premenna X

nadobudne hodnotu zodpovedajicu kon$tante. Dostali by sme podmienenti hustotu

pravdepodobnosti f, , .

Podobne sa da postupovat’ aj vtedy, ak by sme sledovali krivky rovnobezné s 0sou X,
¢o znamend, ze by sme skumali body, v ktorych je suradnica v smere osi X; konstantna.

V tomto pripade by sme skumali krivku, ktord suvisi s opa¢nou podmienenou hustotou

pravdepodobnosti ( fy,x, ).

4.7.4 Viacrozmerné normadlne rozdelenie

Viacrozmerné normalne rozdelenie je prirodzenym rozsSirenim dvojrozmerného
normalneho rozdelenia, ktoré sme si predstavili v predchadzajicej Casti. UvaZzujeme pritom
0 nahodnom vektore X = (X1, X, ..., X;) pre n € N, ktorého zlozkami st nahodné premenné.

Ak plati, Ze vSetky linearne kombinacie ndhodnych premennych:

aiXy + axXo + ...+ anX, (4.99)
kde a;, ay, ..., an € R, maju jednorozmerné normalne rozdelenie pravdepodobnosti, potom
hovorime, ze nahodny vektor X = (X3, Xz, ..., X;), pre n € N ma viacrozmerné normalne

rozdelenie.

Vztahy, ktoré sme si prezentovali pri dvojrozmernom normalnom rozdeleni zostavaju
v platnosti. Predstavuju Specialny pripad viacrozmerného normalneho rozdelenia.

Pri. porovnani hustoty pravdepodobnosti jednorozmerného  a zdruzeného

dvojrozmerného rozdelenia pravdepodobnosti vidime, Ze jej zdpis sa so zvySujicim sa
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rozmerom znacne komplikuje. Z dovodu uspornosti je v pripade rozdeleni s vy$Sou dimenziou
Casto vyuzivany maticovy zapis, ktory je ekvivalentny a nesporne kratsi.
S vyuzitim maticového zapisu je mozné zdruzenu hustotu viacrozmerného norméalneho

rozdelenia (ak existuje) zapisat’ nasledovne:

1 1 T -1
i (X, X X )=—éexp{——(x—E(X)) z (X—E(X))} 4.100
x A1 X2 n @27) |2 | 5 X ( )
kde |[Zx| predstavuje determinant varianéno-kovarianénej matice a (X — E(X))'

transponovant maticu k (X — E(X)).

4.7.5 Viacrozmernad centrdlna limitna veta

Pri jednorozmernych rozdeleniach pravdepodobnosti sme si predstavili jeden
z kIiCovych zéaverov ztedrie pravdepodobnosti, nazyvany centralna limitnd veta. Jej
podstatou je tvrdenie, Ze aritmeticky priemer nezavislych ndhodnych premennych s tym istym
rozdelenim pravdepodobnosti méd asymptoticky normdlne rozdelenie. Toto tvrdenie je mozné
rozsirit’ aj pre pripad viacrozmernych rozdeleni — podobne ako Vv jednorozmernom pripade, aj
tu zohrava kl'a¢ovu ulohu (viacrozmerné) normalne rozdelenie.

V jednorozmernom pripade sme skiimali n € N nahodnych premennych. Teraz
budeme uvazovat’ o tom, ze budeme mat’ n nezavislych ndhodnych vektorov X, Xy, ..., Xy
S tym istym rozdelenim pravdepodobnosti. Predpokladajme d’alej, Ze kazdy z tychto vektorov
ma Kk € N prvkov.

Definujme d’alej vektor strednych hodnét E(X) ako k-rozmerny vektor, ktorého
prvkami su stredné hodnoty nahodnych vektorov. Pripomenme, ze vektory Xi, Xy, ..., X, maja
podrla predpokladu to isté rozdelenie pravdepodobnosti, takZe plati:

E(X1) = E(X2) =... = E(Xy) (4.101)
Podobne vsetky tieto nahodné vektory maju varian¢no-kovarianéni maticu Xx.

Ako posledny definujme vektor priemerov:

— 1<
X==9 X. 4.102
R (4.102)
Centralna limitn4 veta pre viacrozmerné rozdelenia hovori, ze ndhodny vektor:

Jn(X-E(X)) (4.103)

ma asymptoticky viacrozmerné zdruzené normalne rozdelenie s nulovym vektorom

strednych hodndt a variancno-kovarianénou maticou Xx.
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4.7.6 Wishartovo, Hotellingovo a Wilksovo rozdelenie

V tedrii pravdepodobnosti sa po definovani normalneho rozdelenia pre nahodné
premenné postupuje spravidla tym, ze sa definuju dalSie vyznamné pravdepodobnostné
rozdelenia odvodené od normdlneho. To zahffia napr. Chi-kvadrat rozdelenie pre sucet
druhych mocnin nezavislych normovanych normalnych nahodnych premennych, Studentovo
t-rozdelenie, ako aj F-rozdelenie.

Podobne aj v pripade viacrozmernych rozdeleni pravdepodobnosti existuji odvodené
rozdelenia, ktoré sa v Statistike vyuZzivaji napriklad na testovanie hypotéz v ramci induktivne;j
Statistiky.

Analdgiou jednorozmerného rozdelenia Chi-kvadrat je tzv. Wishartovo rozdelenie.
Pripomenime, ze jednorozmerné Chi-kvadrat rozdelenie vznikne ako pravdepodobnostné

rozdelenie suctu:

n
C=> X} (4.104)
i=1
kde n € N aX; pre i =1, 2, ..., n su nezavislé nahodné premenné s normovanym

normalnym rozdelenim pravdepodobnosti (N(0,1)). X; maji stredni hodnotu rovnu nule
a rozptyl rovny jednej. Definovana ndhodna premennd C mé potom Chi-kvadrat rozdelenie
pravdepodobnosti s n stupfiami vol'nosti (C ~ ¥*(n)).

Ak by sme namiesto ndhodnych premennych X; pracovali s m-rozmernymi nahodnymi
vektormi X; pre i = 1,2,..., n an, m € N, budeme predpokladat, ze kazdy z nahodnych
vektorov bude mat’ to ist¢é m-rozmerné zdruZené normélne rozdelenie pravdepodobnosti
Nm(0, £x) s nulovym vektorom strednych hodnoét a varianéno-kovarianénou maticou X.

S pomocou tychto vektorov definujeme maticu obsahujiicu ndhodné premenné v tvare:

W = i X. X7 (4.105)

i=1
Ani v tomto pripade sa nevyhneme maticovému zapisu. Analdgia s rozdelenim Chi-

kvadrat je vSak zrejma — nahodni premennti C sme dostali ako sucet druhych mocnin
nahodnych premennych s normalnym rozdelenim pravdepodobnosti. Druht mocninu Xi? je
vSsak mozné taktiez napisat’ ako XiX;, vdaka ¢omu by sme mohli vzorec (4.104) prepisat’

nasledovne:

n
C=> XX, (4.106)
i=1

Matica W a nahodna premenna C st preto vel'mi podobné — liSia sa len charakterom

objektov, ktorych stc¢in scitavame (ndhodné premenné v pripade C anihodné vektory
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Vv pripade W) atym, ze v pripade W je druha matica v si€ine transponovana. Ak by sme

v nahodnej premennej X; priradili rozmer 1 x 1, potom by dokonca v istom zmysle platilo aj:

n
C=> XXT (4.107)
i=1
a jediny rozdiel by bol naozaj len v charaktere objektov.

Pri definicii W sc¢itavame prvky XiXiT . Ak by sme na tento sucin aplikovali operator

strednej hodnoty E(XiXiT ), dostali by sme varian¢no-kovarianéni maticu Xx. Ak by sme

povazovali ndhodné vektory X; za vyberovil vzorku, potom ma matica W uzky savis
s vypo¢tom vyberovej variancno-kovarian¢nej matice. Z tohto dovodu je uzitocné odvodit’ si
aj jej pravdepodobnostné rozdelenie, ktoré¢ je d’alej mozné vyuzivat’ napriklad pri testovani
Statistickych hypotéz. Pravdepodobnostné rozdelenie matice W danej vztahom (4.105)
nazyvame M-rozmernym Wishartovym rozdelenim pravdepodobnosti.

Ak existuje, Wishartovo rozdelenie ma hustotu pravdepodobnosti:

n-m-1

W[ 2 exp [—;tr(z;(lw)}

mon
272 |ZX |2 l—‘m (2]
Kde tr je takzvana stopa matice (angl. trace), |W| a |Xx| st determinanty prislusnych

f(W) = (4.108)

matic. Vyraz I'y, je viacrozmerna gama funkcia v tvare:

m(m-1) m .
n n+1-—j
rl=|= 4 4.109
(Zj 7 L! , (4.109)

Wishartovo rozdelenie pravdepodobnosti ma dva parametre: pocet stupiov vol'nosti n,

ktory je rovny poctu s¢itavanych vektorov X a ich varianéno-kovarianént maticu Xx.

Pri popise jednorozmernych pravdepodobnostnych rozdeleni sa spravidla postupuje
tak, Zze po definicii normalneho rozdelenia odvodime rozdelenie Chi-kvadrat, s pomocou
normalneho rozdelenia a rozdelenia Chi-kvadrat sa potom nasledne definuje Studentovo
t-rozdelenie. Pripomenime, Ze ak ma nahodné premenna X normované normalne rozdelenie
N(O, 1), ndhodna premenna V ma pravdepodobnostné rozdelenie Chi-kvadrat sn € N

stupfiami vol'nosti ¥°(n) a X a V st vzdjomne nezavislé, potom nahodna premenna:

1
Jnxv 2 (4.110)
ma Studentovo t-rozdelenie s n stupnami volnosti (t(n)).

Tento pripad rozsirime na viacrozmerny, nech X; pre i = 1, 2, ..., n, n € N su

m-rozmerné (M € N) ndhodné vektory so zdruzenym normalnym rozdelenim
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pravdepodobnosti X; ~ Np(0, £x) a W je matica s Wishartovym rozdelenim pravdepodobnosti
W ~ W(n, Xx). Potom 0 ndhodnej premennej:

T2=nX"W!X (4.111)
hovorime, Ze ma Hotellingovo T2 rozdelenie pravdepodobnosti s dvoma parametrami,

man.
Z praktického hl'adiska pocitame hodnoty Hotellingovho rozdelenia priamo len
malokedy. Existuje totiz vzt'ah, ktorym mdzeme hodnoty distribu¢nej funkcie Hotellingovho
T 2 rozdelenia previest na hodnoty distribu¢nej funkcie F-rozdelenia. Ak mé& nahodna
premenna Y Hotellingovo T ? rozdelenie pravdepodobnosti s parametrami m an, teda

Y ~ T (m, n), potom plati:
n-m+1

mn
kde F oznacuje jednorozmerné Fisherovo F-rozdelenie pravdepodobnosti.

Y ~F(mn-m+1) (4.112)

Hotellingovo viacrozmerné pravdepodobnostné rozdelenie T2 tizko savisi aj s d’alSou
zaujimavou mierou, ktord sa pouziva vo viacrozmernej Statistike. Tou je takzvana
Mahalanobisova vzdialenost’. VyuZiva sa v pripade, ak by sme chceli definovat’ vzdialenost’
medzi dvoma nahodnymi vektormi X a'Y z toho ist¢ho rozdelenia pravdepodobnosti, ktoré
maju varian¢no-kovarianéni maticu Xxy. Mahalanobisova vzdialenost’ d(X,Y) je definovana

nasledovne:

d(X,Y) = /(X = Y) Dy (X Y) (4.113)
Zo zapisu je zrejmé, Ze ak st ndhodné premenné tvoriace vektory X a Y nekorelované,

avSetky maju disperzie rovné jednej, matica Xxy bude jednotkovou maticou
a Mahalanobisova vzdialenost’ bude rovna beznej Euklidovskej vzdialenosti medzi dvoma
bodmi. Ak tomu tak nie je, anapriklad zlozky vektorov X aY s korelované, potom
vzdialenost’ tychto vektorov nebude zavisiet’ len od ich hodndt, a teda umiestneni v priestore,
ale aj od ich vzdjomného vztahu definovanom korelacnou Struktarou.

Praktické aplikdcie Mahalanobisovej vzdialenosti zahffiaju napriklad klasifikaciu, pri
ktorej sa snazime posudit’, ¢i nejaky nahodny vektor patri do pravdepodobnostného rozdelenia
spolu s inou skupinou vektorov. S pomocou skupiny vektorov, o ktorych vieme, Ze tvoria
jedno pravdepodobnostné rozdelenie dokaZzeme pomocou Mahalanobisovej vzdialenosti
posudit, ¢i je skimany vektor od tohto rozdelenia ,prili§ daleko”, ateda ¢i je
nepravdepodobné, Ze patri do daného rozdelenia. Vo vSeobecnosti sa Mahalanobisova

vzdialenost’ vyuziva v klasifika¢nej a zhlukovej analyze.
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Posledné viacrozmerné rozdelenie, ktoré si priblizime, sa nazyva Wilksovo
rozdelenie lambda (v d’alsom texte ho budeme skratene nazyvat len Wilksovo rozdelenie).
Vyuziva sa jednak v ekonometrii, kde sa pouziva pri testoch podielov vierohodnosti (angl.
likelihood ratio tests), ale aj vo viacrozmernej Statistike pri viacrozmernej analyze rozptylu
(MANOVA).

Wilksovo rozdelenie sa svojim pévodom podoba na jednorozmerné F-rozdelenie. Toto
jednorozmerné rozdelenie pravdepodobnosti vznikad pri analyze rozdelenia podielu dvoch
nahodnych premennych, ktoré maja Chi-kvadrat rozdelenie. VyuZziva sa v pripadoch, ak by
sme chceli napriklad porovnavat’ rozptyly dvoch nahodnych premennych, resp. v ekonometrii
pri linearnej regresii, kde pomocou neho porovnavame podiel vysvetlenej a celkovej
variability za i¢elom posudenia kvality a vyznamnosti kvantifikovaného modelu.

V predchédzajicich  odsekoch sme videli, Ze viacrozmernou analdgiou
jednorozmerného Chi-kvadrat rozdelenia je Wishartovo rozdelenie pravdepodobnosti.
Namiesto dvoch ndhodnych premennych s rozdelenim Chi-kvadrat preto tentoraz zacnime
s dvoma premennymi, ktoré maju prave Wishartovo rozdelenie. Zachovana zostane aj d’alsia
analogia — podobne ako v jednorozmernom pripade predstavuje Studentovo t-rozdelenie
Specialny pripad F-rozdelenia, je aj Hotellingovo T ? rozdelenie $pecidlnym pripadom
Wilksovho rozdelenia pravdepodobnosti.

Nech maju matice W; a W, I-rozmerné Wishartovo rozdelenie s tou istou varian¢no-
kovarianénou maticou Xx apoctom stupiiov volnosti m an (teda W; ~ W(m, Xx) a
W, ~ W(n, Xx)). Potom nahodna premenna definovana ako podiel determinantov:

P W | _ 1
W, +W,| ‘EX LW, W, (4.114)

ma Wilksovo rozdelenie lambda s parametrami |, m an. Tato skuto¢nost’ zapisujeme

ako:

A~ A, mn) (4.115)
Pre velké hodnoty m je mozZné ziskat aproximaciu tohto rozdelenia pomocou

jednorozmerného rozdelenia pravdepodobnosti Chi-kvadrat.
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5 Priklady

5.1 Zadania prikladov

Priklad 5.1

Idete s autom pol hodinu rychlostou 40 km/h a druhti polhodinu rychlostou 80 km/h. Aka
bola po jednej hodine vasa priemerna rychlost’?

Priklad 5.2

Idete s autom prvu polovicu cesty 40 km/h a druht polovicu cesty rychlostou 80 km/h. Aka

bola na konci cesty vaSa priemerna rychlost’?

Priklad 5.3

Do banky ste vlozili 100,- EUR. V prvom roku sa vasa investicia zhodnotila 0 1.05 %
v druhom roku o0 8.2 % a Vv tretom roku 0 3.1 %. Pocas celého obdobia ste vlozené peniaze
Z banky nevyberali. Aky je priemerny ro¢ny rast vasej investicie?

Priklad 5.4

K 1.1.2009 je stav nedokoncenej vyroby 400 ks, k 1.2.2009 je stav nedokoncenej vyroby 200
ks ak 1.3.2009 je stav nedokoncenej vyroby 400 ks. Aky je priemerny stav nedokoncenej
vyroby od zaciatku roka az po 1.3.2009?

Priklad 5.5

Z databazy EUROBAROMETER (dostupné online [03.10.2011] na
http://ec.europa.eu/public opinion/cf/index en.cfm) je mozné ziskat
odpovede respondentov vo vybranych krajinach na nasledujucu otazku:

Vo vSeobecnosti povazujete Clenstvo vasej krajiny v Eurdpskom spolocenstve (v
spolo¢nom trhu): a) za dobru vec, b) za zlu vec, ¢) za ani dobrt ani zlu vec, d) neviem.
Polro¢né vysledky pre roky 2005 az prvy polrok 2010 za Slovensko a Cesku republiku s v
nasledujucich vektoroch (ide o ¢asové rady):
svk_good <- ¢(0.54, 0.50, 0.55, 0.61, 0.64, 0.58, 0.57, 0.62, 0.66, 0.68, 0.59)
svk_bad <- ¢(0.06, 0.07, 0.06, 0.06, 0.06, 0.06, 0.06, 0.05, 0.03, 0.05, 0.07)
cze_good <- ¢(0.49, 0.44, 0.52, 0.51, 0.46, 0.45, 0.48, 0.46, 0.42, 0.40, 0.31)
cze_bad <-¢(0.11, 0.11, 0.09, 0.10, 0.12, 0.15, 0.11, 0.12, 0.13, 0.13, 0.16)
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Vasou tlohou je:
e Porovnajte rozdiely medzi Slovenskom a Ceskou republikou. Kedy boli rozdiely vo
vnimani najvéicsie a kedy najmensie?
e Vypocitajte rozsah hodndt pre jednotlivé datové vektory. O com nam hovoria?
e V kolkych pripadoch viac ako 60 % respondentov na Slovensku povazovalo €lenstvo
v Eurépskom spolocenstve za dobri vec? V kolkych pripadoch viac ako 50 %
respondentov v Ceskej republike povazovalo ¢lenstvo v Eurépskom spologenstve za
dobrt vec?
e Vytvorte datové vektory, ktoré budi monitorovat’ zmenu v %-ach. V ktorych krajinach
a v ktorych premennych moézeme vidiet' najvicSie zmeny a kedy? Pocitajte v
nominalnych hodnotach, ale aj v percentéch.
e Co vytvara nasledujaci prikaz? (nepouzivajte ho priamo v R, zistite to len jeho
vizualnym skiimanim):
p <- c(svk good[seqg(from = 1,to = length(svk good), by = 2)])
Priklad 5.6
Nahrajte databazu Quarterly Earnings per Share spolo¢nosti Johnson & Johnson
z programoveého balika ,,datasets” (?datasets). Zistite si, Co obsahuje tdto databaza. Ked’
budete poznat’ jej ndzov, pouzite operator ,,?*“. Rozdelte databdzu do dvoch datovych
vektorov. Prvy by mal obsahovat’ prvych 42 tdajov o zisku na akciu a druhy zvy$né udaje.
Porovnajte vysku zisku (napr. cez priemer, median). Vytvorte Styri datové vektory. Kazdy
z nich by mal obsahovat’ (chronologicky) iba zisk z rovnakych kvartalov. Pomocou funkcie
plot.ts () zobrazte hodnoty kvartdlnych ziskov. Vytvorte vektor percentualnych zmien
ziskov. Zobrazte ho pomocou funkcie plot.ts (). Vytvorte vektor percentudlnych zmien
ziskov kvartalu k rovnakému kvartalu predchadzajiaceho roku. Zobrazte ho pomocou funkcie
plot.ts().V ¢om by mal byt rozdiel?
Priklad 5.7
V tomto priklade budeme pracovat’ s databazou Anscombe (kniznica car), Z ktorej nas budd
zaujimat’ udaje o vydavkoch na vzdelavanie na jednu osobu (education) a prijem na jednu
osobu (income). Udaje si zroku 1970 za 51 S§tatov z USA. Zda sa byt rozumné

predpokladat’, Ze vydavky na vzdelavanie a prijmy nebudu vo vSetkych Statoch rovnaké. Aby
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sme si urobili prehlad o tychto udajoch, zostrojte histogram tychto dvoch premennych
a vypocitajte priemer, smerodajni odchylku, rozptyl, minimum a maximum.

Priklad 5.8

Databaza Salaries (kniznica car) obsahuje 397 pozorovani tykajicich sa platov
vysokoskolskych ucitel'ov z USA. Ide 0 9 mesacné platy zo semestra 2008 — 2009. Zostrojte
box — plot platov (premenna salary) pre muzov a zeny. Pre tieto dve skupiny vypocitajte
priemer, smerodajni odchylku, minimum a maximum. Zaujima nas, aké su rozdiely vo vyske

platov medzi muzmi a zenami.

Priklad 5.9

Z makroekonomickych udajov databdzy unemployment (kniznica lmtest) vypocitajte
zakladnu deskriptivnu Statistiku. Tato databaza obsahuje udaje o nezamestnanosti (UN),
penaznom agregate (m), deflator (p), redlny dopyt po tovaroch a sluzbach (g), redlny export
(x). Tieto udaje koresponduji roénym tdajom pre USA v obdobi od 1890 do 1979. Je zrejmé,
ze vSetky makroekonomické ukazovatele sa v case menia. Nas bude zaujimat
nezamestnanost. Deskriptivna Statistika ndm pomoédze odpovedat na otazky, akd bola
priemernd miera nezamestnanosti v danom obdobi v USA, alebo nakol'ko je nezamestnanost’

variabilna.

Priklad 5.10

V databdze UN z kniZnice car mame k dispozicii idaje o imrtnosti deti na 1000 narodenych
deti a HDP per capita v 207 krajinich sveta za rok 1998. Udaje st z databazy OSN.
Vypocitajte deskriptivnu Statistiku pre tieto dve premenné a vizualizujte udaje tak, aby sme
mohli vidiet’ pripadny vzt'ah medzi HDP per capita a imrtnost'ou deti. Bez toho, aby sme
dopredu vedeli, aky je vzt'ah medzi tymito premennymi, zrejme moédzeme ocCakdvat, Ze
Vv krajinach s vy§§im HDP per capita bude imrtnost’ deti niZsia.

Priklad 5.11

V tomto priklade vyuzijeme databazu survey (z kniznice MASS), ktora obsahuje odpovede
237 Studentov z Univerzity v Adelaide na rozne otazky. Vypocitajte deskriptivnu Statistiku
pre premenné vyska (Height) a vek (Age). Porovnajte vysku muzov a zien v danej vzorke.

Zrejme je jasné, ze muzi st vyssi, ale ako je to s variabilitou?
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Priklad 5.12

Z nasledujucej postupnosti cisel vypocitajte (bez pouzitia funkcii v R) aritmeticky,
geometricky a harmonicky priemer: 7, 5, 21, 15, 47, 34,9, 42, 19, 68, 83.

Priklad 5.13

Z nasledujucej postupnosti Cisel vypocitajte aritmeticky, geometricky a harmonicky priemer:
2,15, 28, 7,43, 31, 19, 84, 13, 76, 37. Pouzite manualny (prepocet ako v predchadzajlicom
priklade) a pokuste sa vypocet overit’ aj s vyuzitim funkcii v programe R.

Priklad 5.14

Ukazovatel’ oznatovany ako P/E (z angl. price — earnings ratio) vyjadruje pomer trhovej ceny
akcie k t¢tovnému zisku (spravidla k ro¢nému), teda kolko st investori ochotni zaplatit’ za
jednu menovu jednotku vykézaného zisku. Z toho teda vyplyva, ze udava, za kolko rokov
bude splatena trhova cena akcie prostrednictvom zisku, ktory generuje (za podmienok ceteris
paribus). Tento ukazovatel moéze sluzit' na porovnavanie spolocnosti, ktoré pochadzaju z
pravidla jedného a toho istého odvetvia. Najjednoduchs$ie rozhodnutie by mohlo vychadzat’ z
tvrdenia, Ze ¢im je vicSie P/E, tym je akcia na trhu viac nadhodnotend, a preto je vhodné ju
predat’, naopak, ¢im je P/E menSie, tym je akcia podhodnotena trhom, a preto ju treba kapit
(Baumohl et al., 2011, s. 220). Pri pomerne zjednoduSenom uvaZovani, tak spolo¢nosti
s podpriemernym P/E budeme povaZovat’ za podhodnotené a tie, ktoré maju P/E vicsie ako
priemer za nadhodnotené. Vypocitajte priemernt vysku ukazovatela P/E v ramci odvetvia
Telekomunikécie. V tomto odvetvi st hodnoty ukazovatel'a P/E nasledujuce: 12, 16, 25, 8, 68,
27,19, 31, 24.

Priklad 5.15

Mesaéné vynosy plynice z vasej investicie v priebehu jedného roka boli nasledujtice: 12 %,
—-16 %, —25 %, —34 %, 8 %, 17 %, 27 %, —19 %, 31 %, 24 %, —40 %, 21 %. Vypocitajte
priemerny vynos za dany rok.

Priklad 5.16

V tomto priklade sa bliz§ie pozrieme na data tykajuce sa prebiehajiicej dlhovej krizy v EU.
Z vol'ne dostupnych zdrojov je mozné stiahnut’ tidaje za ukazovatel D/HDP, teda pomer

statneho dlhu a hrubého domaceho produktu krajiny (v angl. debt-to-GDP ratio). My budeme
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pracovat’ s udajmi z databazy Eurostat (data su dostupné aj v subore debt gdp.csv na
www.econometrics.sk). K dispozicii mame tdaje za obdobie od 4. kvartalu 2000 do 3.
kvartalu 2010. Pracovat’ budeme s krajinami, o ktorych sa predpokladd vyskyt problémov
s vySkou Statneho dlhu. Tieto krajiny st zndme pod mierne degradujucim akronymom
,PIIGGS“ — Portugal (Portugalsko), Ireland (irsko), Italy (Taliansko), Greece (Grécko),
Great Britain (Velka Britania), Spain (Spanielsko).

Najprv vypocitajte zakladnti deskriptivnu Statistiku pre tieto krajiny a zistite, ktoré krajiny
maju v priemere najvyssi pomer dlhu k HDP. Potom sa pokuste zistit’, ¢i sa tieto priemerné
hodnoty zmenili (zvysili/znizili) od roku 2008. Na zaver zobrazte udaje graficky tak, aby bolo
mozné z grafu jednoducho odlisit’ hodnoty z pred roku 2008 a od roku 2008 (zjednodusene
modzeme povedat’ ,,pred krizou* a ,,pocas krizy*).

Priklad 5.17

V databaze survey (z kniznice MASS), mame k dispozicii odpovede 237 Studentov z
Univerzity v Adelaide na rozne otazky. V tomto priklade nas bude zaujimat len vyska
Studentov tejto univerzity. Zobrazte vySku Studentov v podobe box — plotov zvlast’ pre muzov
a zvlast pre zeny. Do grafov naneste tiez priemernu vysku v rdmci danej skupiny Studentov.
Rozhodnite, ¢i existuje rozdiel vo vyske muZov a Zien na danej univerzite len na zaklade
vizualizacie dat.

Priklad 5.18

V databaze EuStockMarkets (kniZznica datasets) mame kdispozicii data zo 4
europskych akciovych indexov. Ide o denné uzatvaracie ceny indexov DAX (Nemecko), SMI
(Svajéiarsko), CAC (Francuzsko) a FTSE (Anglicko) za obdobie od roku 1991 do roku 1998.
Z danych uzatvaracich cien vypocitajte tzv. spojité vynosy podla vztahu In(P1/Py), kde P; je
uzatvaracia cena indexu v Case t. Vypocitajte deskriptivnu Statistiku pre uzatvéaracie ceny a
taktiez pre spojité vynosy. Aby ste ziskali lepSiu predstavu o danych casovych radoch,
zobrazte obe skupiny do vizualnej podoby. Pre spojité vynosy nacrtnite graf box — plot
arozhodnite, ktory index dosahuje najvysSiu priemernd vynosnost. Tuato priemerna

vynosnost’ zobrazte aj v box — plotoch.
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Priklad 5.19

Z databazy RegDat Statistického tiradu Slovenskej republiky mame k dispozicii idaje za rok
2010 o nominalnych mzdach a nezamestnanosti po okresoch v ramci SR. Mzdy sme upravili
0 inflaciu a ziskali sme tak realne mzdy. Jednotlivé okresy su priradené ku krajom
prostrednictvom premennej kraj (Bratislavsky [BA] = 1, Trnavsky [TT] = 2, Trenciansky
[TN] = 3, Nitriansky [NR] = 4, Zilinsky [ZA] = 5, Banskobystricky [BB] = 6, Presovsky [PO]
= 7, Kosicky [KE] = 8). Vytvorena databaza je dostupnd v subore sk data na
www.econometrics.sk.

Prostrednictvom grafickej vizualizacie (box — plotov) realnych miezd a nezamestnanosti
zistite, ¢i existuju rozdiely v tychto dvoch makroekonomickych premennych medzi
jednotlivymi krajmi.

Priklad 5.20

Pracujte s databazou cfb. Rozhodnite, pri ktorych premennych by ste radSej na vypocet
ukazovatel'a polohy pouzili medidn a kde skor aritmeticky priemer. Vytvorte tri datové
vektory z premennej VEHIC. V prvom bude chybat’ 5 % najvaésich hodnét, v druhom 10 %
aVvtretom 15 %. Pozrite si histogram pre tieto datové vektory. Porovnajte priemer a median
pri tychto datovych vektoroch. Ako sa meni tvar rozdelenia pocetnosti? Okrem histogramu,
skuste pouzit’ aj box — plot na porovnanie tvaru rozdelenia.

Priklad 5.21

Pracujte s databazou normtemp, ktora obsahuje ré6zne merania vykonané na 130 zdravych,
nadhodne vybratych T'ud’och. Premennd temperature zobrazuje nameranu teplotu tela.
Vytvorte datovy vektor, v ktorom bude teplota tela v stuptioch Celzia (v premennej
temperature st jednotky Fahrenheit). Nasledne vypoditajte priemernti teplotu a jej
variabilitu. Zmerajte si teplotu a urcite, akému kvantilu vami namerana teplota zodpoveda.
Kolko T'udi vo vzorke malo vécsiu teplotu ako vy? Zostrojte histogram a graf box — plot.
Sudiac podrla tychto grafov, aky interval teploty by ste povazovali za ,,normalny*“?

Priklad 5.22

Premennd exec.pay z programového balika UsingR ma vyrazne pravostranne zoSikmené

rozdelenie (zostrojte histogram pre ziskanie tejto informadcie). Ide o prijem riaditel'ov
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vybranych spolo¢nosti v USD. Uskuto¢nite nasledujucu transforméciu hodnét: log (1 +
exec.pay, 10).Zostrojte histogram a porovnajte s predoslym.

Priklad 5.23

Vytvorte stipcovy graf, kolacovy graf abodovy graf z nasledujicich Gdajov o pouzivani
webovych prehliadacov [Gdaje boli dostupné online k datumu 17.02.2012 na
http://www.w3counter.com/globalstats.php?year=2012&month=1]: Internet Explorer 30.9 %,
Firefox 24.8 %, Chrome 24.6 %, Safari 6.5 %, Opera 2.5 %. Rovnako pre pouzivanie
operacnych systémov: Windows 7 38.53 %, Windows XP 30.55 %, Apple OS X 8.89 %,
Windows Vista 8.64 %, Apple i0OS 4.45 %, Android 1.82 %, Linux 1.6 %, ostatné 5.52 %.
Priklad 5.24

Pouzite premennti mpg z databazy mtcars (programovy balik UsingR). Najprv zobrazte
udaje. Kazdy riadok ma nazov. Vytvorte bodovy graf, kde kazdé pozorovanie na osi y-ovej

bude mat’ prislusné oznacenie zodpovedajlice nazvu (znacky) auta.

Priklad 5.25

Pouzite databazu npdb (programovy balik UsingR). Databdza obsahuje priestupky lekarov
v USA. Premenna ID predstavuje identifikacny udaj lekara. Vytvorte tabulku, ktora zobrazi
kol’ko lekdrov malo iba jeden priestupok, kol’ko lekarov malo dva priestupky, atd’..

Priklad 5.26

Pouzite funkciu attach () na priradenie databdzy MLBattend do aktudlnej pracovnej
sekcie v programe R. Vytvorte datovy vektor, ktory bude zobrazovat' navstevnost na
zapasoch New York Yankees (v premennej "franchise" ndzov NYR). NavStevnost’ zorad’te
chronologicky a vytvorte bodovy graf. Co ovplyviiovalo navitevnost zapasov (rozmyslajte
nad moznymi ekonomickym dévodmi)?

Priklad 5.27

Finan¢na spolo¢nost’ vyhodnocovala svojich predajcov na konci kvartdlov, pri¢om
vychédzala z celkovych predajnych vysledkov za posledny kvartal. Objem predanych sluzieb
vyjadreny v EUR za jednotlivych zamestnancov v okrese A a v okrese B je nasledovny:

Okres A
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4500, 4800, 5200, 4100, 4200, 3500, 2500, 4500, 2400, 4700, 3300, 2800, 4700, 5300, 4400,
4700, 4900, 5100, 3800, 4600, 3800, 6400, 2500, 4100, 4400, 3800, 2600, 5200.

Okres B

2400, 3100, 7200, 3100, 5200, 6200, 4000, 3200, 5300, 3900, 3600, 5300, 5400, 3300, 4700,
3700, 3000, 3300, 4400, 4200, 5700, 4700, 4900, 3900, 2000, 4800, 4100, 4100.

Zistite, v ktorom okrese vykazovali zamestnanci priemerne vys$i objem predanych sluzieb?
Porovnajte mieru variability objemu predanych sluzieb medzi okresmi A a B. Interpretujte
Sikmost’ a Spicatost’ objemu predanych sluzieb v oboch okresoch. U ktorych zamestnancov
(podl'a objemu predaja) sa bude blizsie vysetrovat’ pri¢ina nizSieho objemu predaja, ak bodom
zvratu je 25-ty percentil z oboch okresov?

Priklad 5.28

Z databazy homedata (UsingR) vytvorte histogram (relativnej pocetnosti) z premennej
price ratio = y2000/y1970. Do tohto histogramu naneste odhadovanti funkciu

hustoty. PopiSte tvar rozdelenia. Potom vypocitajte Sikmost a Spicatost’.

Priklad 5.29

Pouzite databazu state (programovy balik datasets). Najprv vytvorte data. frame ()
nasledovnym sposobom: x77 = data.frame (state.x77). Nasledne vytvorte X-y
grafy nasledovnych kombinécii: population - frost, population - murder,
population - area, income - hs grad, income - murder. Ktoré z tychto
vztahov vam pripadaji silné? Ak niektoré ano, aké vysvetlenie preto mate?

Priklad 5.30

V programovom baliku UsingR je databdza normtemp, ktora obsahuje telesnt teplotu 130
zdravych jednotlivcov. Premennd gender predstavuje pohlavie, pricom jej koédovanie je
nasledovné: 1 — muzi, 2 — Zeny.

Maju muzi a Zeny rovnaku telesnt teplotu? Kto mé vacsiu variabilitu telesnej teploty? Okrem
numerickych Statistik, najdite vhodnu vizualnu prezentaciu dat, kde by rozdiely vo variabilite
boli ¢o najviac viditelI'né (ak st).

St rozdiely medzi telesnymi teplotami Zien a muZzov vyznamne odlisné? Zdovodnite svoje

rozhodnutie.
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Priklad 5.31

Pouzite databazu samhda (UsingR), ktora monitoruje urcité navyky tinedzerov. Budu nas
zaujimat’ tri premenné: pohlavie (gender), pocet dni z poslednych 30, pocas ktorych Student
fajCil (amt . smoke) a ¢i niekedy faj¢il marihuanu (marijuana). Vyberte vhodné vizualne
prostriedky k tomu, aby sme videli, ¢i existuju v tychto premennych urcité vztahy.

Priklad 5.32

Stiahnite si uzatvaracie ceny (v angl. adjusted close) od 1.1.2000 po posledny piatok aj s
ddtumami z troch indexov: S&P 500, FTSE 100 and Nikkei 225 (pouzite tidaje zo stranky
http://finance.yahoo.com/). Importujte idaje do programu R ako datové vektory. VSimnite si,
ze pri niektorych datumoch existuje tidaj v jednom indexe a pri inom indexe udaj nemusi
existovat’ (napriklad S$tatny sviatok). UskutoCnite tzv. Listwise deletion a spojte datové
vektory do databazového objektu (http://en.wikipedia.org/wiki/Listwise deletion).

Priklad 5.33

Vychadzajme z kvantitativnej teorie penazi. Ak je M mnozstvo penazi v ekonomike (napr.
agregat M2), V je rychlost’ obehu penazi v ekonomike, P je cenova hladina (pre tieto ucely
spravidla merana pomocou HDP deflatora) a Y je realne HDP, potom zakladna rovnica ma
tvar: MV = PY. Tuto rovnicu je mozné prepisat’ do nasledujtiicej podoby AM% + AV% = AP%
+ AY% (ide o priblizné rieSenie, ktoré plati ak tieto percentudlne zmeny nie su vel'mi velké,
raddovo menej ako 10 %). Kvantitativna teoria petiazi hovori, Ze ak centrdlna banka riadi
ponuku peilazi v ekonomike a rychlost’ obehu peilazi v ekonomike je konStantna, potom
zvySenie ponuky peiiazi v ekonomike sposobuje zvysSenie cenovej hladiny (inflacie). Zmena
realneho HDP sa v tomto pripade nepovazuje za podstatni. Predpoklada sa, Ze uvedeny vzt'ah
plati dlhodobo.

Vasou tlohou je toto tvrdenie formalne (ako aj vizualne) overit’ na vybranej ¢lenskej krajine
skupiny OECD. Pouzite agregity M1 aM3, ktoré je mozné ziskat napr. z
http://stats.oecd.org/index.aspx, priCom pre zmenu cenovej hladiny pouzite spotrebitel'sky
cenovy index (CPI).

Nésledne skuste overit’ uvedent hypotézu pre vybranu skupinu aspon 20 krajin za obdobie

1995-2005 a 2000-2010.
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Priklad 5.34

Rozlisujme dve trokové miery: nominalnu Grokova mieru i a realnu urokova mieru r. Vzt'ah
medzi nominalnou urokovou mierou a realnou moézeme zapisat’ ako: r = i — 7z, kde 7
predstavuje inflaciu (Fisherova rovnica). Presnej$i zapis je (1 +r) = (1 + 1)/ (1 + ), ¢o je
mozné prepisat’ ako:

In@+r)=In(1+i)-In(1+n)

ked’ze In(1 + r) = r ak je r dostato¢ne malé (radovo menej ako 20 %), tak potom dostavame
nami uvedeny zjednoduseny zéapis. Podl'a Fisherovej rovnice, narast v inflacii spdsobuje
narast nominalnej urokovej miery. VaSou ulohou je overit' spravnost’ tohto vztahu pre
vybrané krajiny OECD. Za ukazovatel nomindlnej Urokovej miery pouzite trojmesacné
kratkodobé tirokové miery a pre zmenu cenovej hladiny pouzite spotrebitel'ské cenové indexy
(CPI). Overte tento vzt'ah aj pre mnozinu aspoii 20 krajin OECD pre obdobie 2000-2005.
Priklad 5.35

Nominalny vymenny kurz (NER) medzi dvoma krajina (s vlastnou menou) je cena, za ktoru si
modzeme jednou menou kupit' menu druht. Spravidla doméca mena je v Citateli (teda za
jednotku domaécej meny) a zahranicnd mena v menovateli. Napriklad ~ EUR/CZK
22.1125 znamena, e jedno Euro je ekvivalentné 22.1125 Ceskym korunam (nepriama
kotacia EUR). Ak tento kurz vzrastie, hovorime, Ze Euro sa posilnilo a naopak, ak poklesne,
tak hovorime, Ze Euro sa oslabilo. Posilnenie je spravidla dobré pre exportérov a oslabovanie
pomaha importérom tovarov a sluzieb. Na rozdiel od nominalneho vymenného kurzu, realny
vymenny kurz zohladiiuje cenovu hladinu. Na vypocet moézeme pouzit’ nasledovny vztah:
RER = (NER * Pd)/ Pf. Kde P predstavuje cenu vybraného tovaru v domacej krajine (d ako
domestic) alebo v zahrani¢nej krajine (f ako foreign). Ak je RER vysoky, zahrani¢ny tovar je
vzhl'adom k domacemu tovaru relativne lacnejsi a naopak. Ak je NER EUR/CZK 20 a urc€ity
typ auta v Eurozone stoji 10000 EUR a v Ceskej republike 150000 CZK, potom je RER = (20
*10000) / 150000 = 1.333 (bez rozmerna jednotka), ¢o si mézeme interpretovat’ tak, ze za
jedno auto v Eurozone dostaneme v Ceskej republike 1.333 aut. Vasou tlohou je najst’ 20 —
30 porovnatelnych automobilovych modelov na Slovensku a v Ceskej republike a vypogitat
(rovnako aj vhodne vizualizovat’) RER.

Priklad 5.36

Vytvorte dva x-y grafy. Na jednom bude na osi x-ovej velkost vzorky ana osi y-ovej

priemerna hodnota simulovanych priemerov. Na druhom bude na osi y-ovej rozptyl
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priemerov. Simulaciu realizujte pri iteraciach | = 5000, hodnoty vyberajte z 'ubovolného
spojitého rozdelenia pravdepodobnosti a pokus realizujte pre vzorky n = 5:50.

Priklad 5.37

Studenti ekonomickych odborov sa mézu s vybranymi rozdeleniami stretnit najmi vo
financnom manazmente, manazmente rizika, v projektovom manazmente, vo financiach
a v mnohych inych predmetoch. Jedna z tradicnych uloh v manazmente rizika je vypocet
mozného vynosu z investicného projektu. Niektoré klIucové nahodné premenné (napr.
vyznamny variabilny néklad) mozu vyrazne ovplyvnit konecny vynos z investicie. Tieto
kluacové premenné sa modeluju pomocou vybraného rozdelenia pravdepodobnosti, pomocou
¢oho sa vkonetnom dobsledku ziskava rozdelenie moznych vynosov. Uvazujme
0 jednoduchom priklade, kde mame naklady C; s U ~ (min =2, max =6) a C, s U ~ (min = 4,
max = 5). VSetky tieto premenné st vzdjomne nezavislé a trhova cena vyrobku je taktiez
neista. Po prieskume trhu (zékaznici, konkurencia) sa ale zistilo, ze trhova cenu M je mozné
modelovat’ ako P ~ (4 = 1.2). Aké rozdelenie pravdepodobnosti ma ocakavany vynos z

investicie? Navrhnite mozny postup rieSenia.

5.2 Ries$enia k vybranym prikladom

Priklad 5.1

Idete s autom pol hodinu rychlostou 40 km/h a druhti polhodinu rychlostou 80 km/h.
Aké bola po jednej hodine vasa priemerna rychlost™?

RieSenie prikladu si moZeme interpretovat’ tak, Ze menovatel' rychlosti sa nemeni

(nemeni sa baza). Preto staci na vypocet priemernej rychlosti pouzit’ aritmeticky priemer, teda
(40 km/h + 80 km/h) / 2 = 60 km/h.
Priklad 5.2

Idete s autom prva polovicu cesty 40 km/h a druht polovicu cesty rychlostou 80 km/h.
Aka bola na konci cesty vasa priemerna rychlost’?

Na rozdiel od predchadzajiiceho prikladu sa meni menovatel. Nevieme teda povedat,
ako dlho islo auto 40 km/h, pripadne 80 km/h. Ako budeme vidiet, ide o situdciu pouZitia

harmonického priemeru.
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Vieme, Ze pre rychlost plati: v = s/ t z ¢oho vyplyva, Zze t = s / v. Autom prejdeme
jednu cestu o vzdialenosti s. Polku cesty prejdeme rychlostou vi, teda t; = (s / 2) / vi.
Obdobne pre druht polku cesty plati: t; = (S/ 2) / v,. Pre celkovia priemernu rychlost’ tak plati:

ve_ S _ W 2WVs _gzagimp
sv; +sv, (v +V,

Priklad 5.3

Vase investicie rastli v prvom roku 1.05 %, v druhom roku 8.2 % a vV tretom roku
3.1 %. Aky je priemerny rast vasich investicii?

KedZe sa meni béza, z ktorej sa percentd pocitaju, je potrebné to pri vypocte
zohladnit. Vhodny je geometricky priemer. VSimnime si, ze ak pouzivame vyraz priemer,
v zasade tym hovorime, ze ak priemern hodnotu stiboru pouzijeme n krat, potom dosiahneme

sucet (sucin) n ¢isel daného suboru.

s =3/1.0105x1.082x1.031 =1.0407

Inak povedané, ak by vaSa investicia rastla o0 4.07 % kazdy rok po dobu troch rokov,
kone¢nd hodnota investicie by bola rovnakd, ako keby v prvom roku rastla o0 1.05 %,
v druhom 0 8.2 % a v tretom o 3.1 %.

Priklad 5.4

K 1.1.2009 je stav nedokoncenej vyroby 400 ks, k 1.2.2009 je stav nedokoncenej
vyroby 200 ks a k 1.3.2009 je stav nedokoncenej vyroby 400 ks. Aky je priemerny stav
nedokoncenej vyroby od zaciatku roka k 1.3.2009?

400 + 200 N 200 + 400
foy = —2 2 -300ks

Priklad 5.7

VyrieSme najprv prvu Cast’ zadania, ateda zostrojenie histogramu. V softvéri R je
zostrojenie histogramu pomerne jednoduché. Najprv si samozrejme zvolime dant kniZnicu
(car) anasledne pripojime zvolené data (Anscombe). Potom histogram vytvorime pomocou

funkcie hist ().

> library(car)
> attach (Anscombe)
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> par (mfrow = c (1, 2))

> hist (education, density = 10, col = "black", main = NA,
cex.lab = 1.5, cex.axis = 1.3, freq = FALSE, ylab = "Hustota",
xlab = "vydavky na vzdelavanie")

> hist(income, density = 10, col = "black", main = NA, cex.lab =
1.5, cex.axis = 1.3, freq = FALSE, ylab = "Hustota", xlab =
"prijem na 1 osobu")
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Obrazok 5.1: Histogram skiimanych premennych

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

Na osi x-ovej su vydavky na vzdelavanie a na osi y-ovej je hustota. Ide vlastne
o relativnu po&etnost’ normovanu tak, aby obsah plochy vo vietkych stipcoch spolu bol rovny
1. Ci uz pouzijeme poletnost’ (freq = TRUE) alebo hustotu, tvar histogramu to neovplyvni.
Vsimnime si najprv histogram vydavkov na vzdelavanie. Zd4 sa, Ze v prevaznej vacSine
Statov st vydavky na vzdelavanie mensie ako 250,- USD/osobu, kym v zopar malo Statoch su
vydavky vicsie. Tieto vydavky nevyzeraju byt rozdelené symetricky ani rovnomerne. Zrejme
to naznacuje, ze zopar malo Statov by mohlo pouZzivat’ inu stratégiu v oblasti vzdeldvania. Na
zodpovedanie tejto otazky, by bola potrebnd dodatocnd analyza. Naproti tomu, histogram
prijmov na osobu je symetricky. To vSak zd’aleka neznamend, Ze rovnaky. VécSina Statov
malo vysku prijmu od 2500,- USD do 4000,- USD, ¢o mdzeme povazovat’ za dost’ vel'ké
rozpitie. Ak k tomu pridame, ze zopar malo Statov malo prijem na osobu eSte menS$i ako
2500,- USD askoro rovnaky pocet malo prijem vacsi ako 4000,- USD, zda sa, ze medzi

niektorymi §tatmi je rozdiel v prijmoch skoro dvojnasobny.

166



Zakladnu deskriptivnu Statistiku mdézeme vypocitat’ viacerymi spdsobmi. Prvy sposob
vypocitania spociva v zadani pozadovanej funkcie (tak ako je uvedené v texte, v
kapitole Uvod do programu R). Pre priemer je to funkcia mean (), pre smerodajnu odchylku
sd (), pre rozptyl var (), pre minimum min () apre maximum je to funkcia max ().
Upozornujeme, Ze v programe R funkcia sd () v skuto¢nosti pocita vyberovii smerodajnt
odchylku, ktora na rozdiel od smerodajnej odchylky ma v menovateli (n — 1). Pri vzorkach
S vacsim rozsahom je rozdiel vo vysledkoch spravidla zanedbateI'ny. Pre jednoduchost’ sme sa

preto rozhodli pouzivat’ v tejto publikécii tato funkciu.

> mean (education) > mean (income)
[1] 196.3137 [1] 3225.294
> sd(education) > sd(income)
[1] 46.45449 [1] 560.026

> var (education) > var (income)
[1] 2158.020 [1] 313629.1
> min (education) > min (income)
[1] 112 [1] 2081

> max (education) > max (income)
[1] 372 [1]1 4425

Dalsi sposob vypoétu deskriptivnej Statistiky je pomocou funkcie summary (), ktora
nam vrati v prehladnej podobe zakladni opisnu Statistiku, ale bez smerodajnej odchylky

a rozptylu.

> summary (education)
Min. 1lst Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
112.0 165.0 192.0 196.3 228.5 372.0
> summary (income)
Min. 1lst Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
2081 2786 3257 3225 3612 4425

Obdobné vysledky mozeme dostat, ak pouzijeme funkciu summary () na cela

databazu.
> summary (Anscombe)
education income young urban

Min. :112.0 Min. :2081 Min. :326.2 Min. : 322.0
Ist Qu.:165.0 1st Qu.:2786 st Qu.:342.1 I1st Qu.: 552.5
Median :192.0 Median :3257 Median :354.1 Median : 664.0
Mean :196.3 Mean :3225 Mean :358.9 Mean : 664.5
3rd Qu.:228.5 3rd Qu.:3612 3rd Qu.:369.1 3rd Qu.: 790.5
Max. :372.0 Max. :4425 Max . :439.7 Max . :1000.0

VSimnime si rozdiel medzi medidnom a aritmetickym priemerom. Pri vzdelavani je

priemer mierne vacsi ako median, ¢o naznacuje pravostranné zoSikmenie hodnot (podla
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obrazku sa to potvrdzuje) a Vv pripade prijmu je priemer mierne mensi ako median, ¢o naopak
naznacuje lavostranné zoSikmenie hodndt. Zrejme zaujimavejSie je sledovat variabilitu
VvV oboch stuboroch. Ako vSak interpretovat’ smerodajni odchylku 46.45449 pre vydavky na
vzdelavanie? Casto je zmysluplnejsie sledovat’ vyvoj variability, napriklad v Gase, alebo
porovnat’ variabilitu medzi réznymi subjektmi (v tomto pripade napriklad s variabilitou
vydavkov na vzdeldvanie v krajinach Europskej unie). Samotna hodnota variability sa
interpretuje pomerne tazko. Vychadzajme vSak ztoho, ze dand premennd ma priblizne
symetrické rozdelenie (hodnoty by mali pochadzat znormalneho rozdelenia
pravdepodobnosti, ale nasledujuce pravidla je mozné pouzit ako hruby odhad aj pri
symetrickom rozdeleni). Potom pravidlo ,jedna sSigma®“ hovori, ze v intervale 196.3 =+
46.45449 (priemerna hodnota plus/minus smerodajna odchylka) sa nachadza priblizne 68.3 %
vietkych hodnét. Pravidlo ,,dve sigmy* hovori, e v intervale 196.3 + 2°46.45449 sa nachadza
priblizne 95.4 % vsSetkych hodnét a pravidlo ,,tri sigmy* hovori, Zze v intervale 196.3 +
3°46.45449 sa nachadza az 99.7 % vsetkych hodnét. Tieto pravidla nam poméhaji pochopit’
variabilitu v nameranych udajoch. Napriklad, ak by nam teoreticky vySla smerodajna
odchylka na trovni okolo 190, naznacovalo by to, Ze vel'a hodndt je extrémne blizko nule (ale
zéaroven kladnych, ked’Ze vydavky na vzdelavanie zrejme nemdzu byt zaporné).
Priklad 5.8

Rovnako ako zostrojenie histogramu, aj zostrojenie box — plotu je v programe R

pomerne jednoduché. Na jeho vytvorenie sluzi v programe R funkcia boxplot ().

> library (car)

> attach(Salaries)

> boxplot (salary ~ sex, col = grey (0.7), density = 10, xlab =
c("Pohlavie"), ylab = c("Plat"), cex.axis = 1.3, cex.lab =
1.5)
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Obrazok 5.2: Box — plot skimanych premennych
Zdroj: viastné spracovanie v programe R
Pre vypocet deskriptivnej Statistiky pre rozne skupiny moézeme opidt’ postupovat
roznymi spésobmi. Napriklad s vyuzitim rozhrania z Kniznice Remdr mézeme jednoduchym

spdsobom dostat’ nasledujtce vysledky:

> library (Rcmdr)
> numSummary (salary, groups = sex)

mean sd 0% 25% 50% 75% 100% n
Female 101002.4 25952.13 62884 77250 103750 117002.5 161101 39
Male 115090.4 30436.93 57800 92000 108043 134863.8 231545 358

V tomto pripade mame namiesto minimalnej a maximalnej hodnoty uvedeny 0-ty
a 100-ty percentil. Dal§im zo spdsobov je oddelenie pozadovanych udajov pomocou funkcie
subset (). Nasledne tak vieme vypocitat’ deskriptivnu Statistiku pre dané skupiny (muzov
a zeny) s vyuzitim konkrétnych funkcii na vypocet prislusnej deskriptivnej Statistiky (max (),
min (), mean (), sd (), var (), apod.). Taktiez mézeme pouzit’ funkciu summary (), ta

vSak v tomto pripade zaokrihl'uje vysledky na desiatky.

> Zeny <- subset(salary, subset = sex == "Female")
> Muzi <- subset(salary, subset sex == "Male")

Posledny sposobom, ktory si ukazeme, vyuziva funkciu tapply (). Pomocou tejto
funkcie zadefinujeme (A) premennt, ktora je predmetom nasho skumania (salary); (B)
faktor, podla ktorého rozdel'ujeme data (sex); (C) Statistiku, ktora chceme vypocitat’ (pocet
pozorovani — length, priemer — mean, smerodajni odchylku — sd, minimum — min

a maximum — max).
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> n <- tapply(salary, sex, length)
> xbar <- tapply(salary, sex, mean)
> s <- tapply(salary, sex, sd)
> min <- tapply(salary, sex, min)
> max <- tapply(salary, sex, max)
> cbind(n = n, priemer = xbar, St.odchylka = s, minimum = min,
maximum = max)
n priemer 3t.odchylka minimum maximum
Female 39 101002.4 25952.13 62884 161101
Male 358 115090.4 30436.93 57800 231545

Venujme sa teraz interpretacii. VSimnime si, ze rozdiel medzi medianmi pohlavi je
4293,-USD, kym medzi priemermi cez 14088,- USD. Ak sa pozrieme na box — plot, méZzeme
vidiet, Zze vo vzorke muzov je niekol'ko extrémne vysoko zardbajicich ucitelov — muzov (v
porovnani s ostatnymi ucitel'mi). Zrejme preto je rozdiel medzi priemermi o tol’ko vacsi. Kym
medzi muzmi sa vyskytuji extrémne vysoké prijmy, medzi Zenami nie. Preto je priemer
muzov vyrazne Vacsi. Ak si zostrojite histogram, zrejme bude rozdelenie prijmov muzov viac
pravostranne zoSikmené ako rozdelenie prijmov zien. VSimnite si d’alej, ze zrejme nie je
prekvapujice, ze uvidime v oboch pripadoch pravostranné zoSikmenie. Platy ucitelov maja
ur¢iti minimélnu hranicu (floor), pod ktort sa nedostanu, takze ,,zl'ava® (zdola) su platy
ohrani¢ené, kym ,sprava“ (zhora) nie. Otazkou, ktoru ostava zodpovedat je, ¢im su
sposobené tieto rozdiely medzi muzmi a Zenami. Je to tym, Ze existuje diskriminacia pohlavi?
Je to tym, Ze muzi CastejSie obsadzuji veduce pozicie na Skolach (Co je spravidla ekvivalentné
vacsiemu prijmu)? Je to v dosledku nevhodne vybranej vzorky (muzov mame vo vzorke
rozhodne viac ako Zien)?

Priklad 5.9

Z vysSie uvedenych spdsobov vypoctu zakladnej deskriptivnej Statistiky je zrejme

najjednoduch§$im vypocet pomocou funkcie summary (). KedZe tito funkcia nevracia

vysledky pre smerodajnii odchylku, jednoduchym prikazom si moéZeme tito Statistiku

dopocitat’.
> library(lmtest)
> summary (unemployment)
UN m P G
Min. 1.226 Min. : 3.92 Min. 0.1500 Min. : 16.36
Ist Qu.: 3.858 1st Qu.: 15.19 1st Qu.:0.1953 1st Qu.: 26.85
Median 5.233 Median : 45.70 Median :0.3305 Median : 52.70
Mean 6.478 Mean :147.96 Mean :0.4642 Mean :105.17
3rd Qu.: 7.527 3rd Qu.:190.58 3rd Qu.:0.6438 3rd Qu.:180.38
Max. :22.981 Max. :914.40 Max. 1.6280 Max. :300.40
X
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Min. : 5.90
1st Qu.: 10.85
Median : 17.30
Mean : 32.35
3rd Qu.: 39.03
Max. :172.82
> sd (unemployment)
UN m jS) G X
4.3382713 204.9327461 0.3390043 94.0411656 34.6514368

Maximalna miera nezamestnanosti bola na urovni 22.981 %. Takato vysoka
nezamestnanost’ nastala pocas velkej hospodarskej krizy v 30-tych rokoch 20-tého storocia.
Priemerna nezamestnanost’ pocas tychto 90 rokov bola 6.478 %. Vs§imnime si, ze ak by sme

nebrali do tivahy obdobie od 1930 do 1940, priemernd miera nezamestnanosti za celé obdobie

by klesla na iba 5.463608.

> mean (unemployment[-c (41:51),17)
[1] 5.463608

Priklad 5.10
Ak by sme pri vypocte v programe postupovali tak ako v predchadzajicom priklade,
narazime na urcité problémy, ktoré stivisia s tym, Ze niektoré¢ tidaje pre niektoré krajiny nie su

dostupné.

> library (car)

> summary (UN)
infant.mortality gdp
Min. : 2.00 Min. : 36
I1st Qu.: 12.00 1st Qu.: 442
Median : 30.00 Median : 1779

Mean : 43.48 Mean : 6262
3rd Qu.: 66.00 3rd Qu.: 7272
Max . :169.00 Max. 42416
NA's : 6.00 NA's : 10
> sd (UN)
infant.mortality gdp
NA NA

Uz vo vystupe z funkcie summary () vidime, Ze nedostupné tidaje st oznacené ako
NA, zangl. not available. Chybajice udaje v subore mézu byt pre niektoré funkcie
v programe R problematické, ¢o mdzeme vidiet pri vypocte smerodajnej odchylky cez
funkciu sd (). Jednoduchym rieSenim moéze byt vyuzitie funkcie na.omit (), pomocou

ktorej odstranime pozorovania s chybajucimi udajmi.
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> sd(na.omit (UN))
infant.mortality gdp
38.55439 8909.41852

Dalej si méZzeme v§imnut, ze smerodajna odchylka je pomerne velka. Priemerné HDP
per capita (gdp) ma hodnotu 6262 asmerodajna odchylka az 8909.41852. Ak by sme
uplatnili pravidlo jedna sigma, dosiahli by sme interval, v ktorom by sme mali zaporné HDP
na osobu. Uz tento fakt naznacuje, Ze pouzitie tohto pravidla nie je mozné, ¢o nasledne (bez
pouzitia formalnejSich testov, histogramu,...) naznacuje, Ze udaje o HDP na osobu sa neriadia
symetricky rozdelenim, ateda urcite nie normalnym rozdelenim pravdepodobnosti. Ak
porovname median a priemer, rozdiel je tiez pomerne velky. Vsetky tieto vysledky naznacuju
ze v HDP na osobu existuje vel'ka variabilita, ze ide o silne pravostranné zosikmenie, ked’ze
zopar malo krajin ma vysoké HDP na osobu a vicSina krajin sveta ma nizke HDP na osobu.
Podobné uvahy viedli I'udi k zisteniu 0 nerovnomernom rozdeleni bohatstva vo svete. Z0
zaujimavosti si mézeme znazornit' vztah medzi HDP na osobu a umrtnostou deti (pocet na
1000 narodeni) pomocou x-y grafu. Zrejme je rozumné oCakavat’, Ze v krajinach s nizkou
ekonomickou aktivitou bude zdravotna starostlivost’ zanedbavana, ¢o sa moze premietnut’ do
vysSej miery mortality deti. Nasledujuci obrdzok existenciu nelinedrneho vztahu naznacuje.

Od urcitej hranice HDP na osobu s jej d’al§im poklesom mortalita deti zacne prudko stapat’.

> UN 1 <- na.omit (UN)

> attach (UN 1)

> plot (UN 1, type = "p", lty =1, xlab = "Mortalita", ylab =
"HDP per Capita", family = "serif", cex.axis = 1.5, cex.lab =
1.7, pch = 19)
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Obrazok 5.3: x-y graf zavislosti HDP per capita a mortality deti

Zdroj: viastné spracovanie v programe R
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Priklad 5.11

Predtym ako pristupime k vypoctu deskriptivnej Statistiky je vhodné zistit’, ¢i nemame
chybajliice pozorovania Vv danej vzorke. Za tymto ticelom mdzeme pouzit’ funkcie is.na (),
ktora pre kazda hodnotu vrati logicky argument TRUE alebo FALSE podla toho, ¢i v sa
v datach vyskytuje chybajice pozorovanie alebo nie. Kedze vysledkom je vektor 237
logickych argumentov, je jednoduchSie pred tuto funkciu uviest’ eSte funkciu sum (), ktord

nam spocita chybajice pozorovania (podl'a argumentu TRUE).

> library (MASS)

> attach (survey)

> sum(is.na (Sex))
(11 1

> sum(is.na (Height))
[1] 28

> sum(is.na (Age))
[1]1 O

Mobzeme vidiet, ze jedno pozorovanie chyba v premennej pohlavie (Sex) a28
pozorovani chyba v premennej vyska (Height). Preto v d’alSom vypoéte budeme pouZzivat
funkciu na.omit (). Postupovat budeme tak ako v predchadzajucom priklade, teda

vyuzijeme funkciu summary () a smerodajni odchylku dopoc¢itame pomocou funkcie sd () .

> vyska M <- na.omit (subset (Height, subset = Sex == "Male"))

> vyska 7Z <- na.omit (subset (Height, subset = Sex == "Female"))
> vek M <- na.omit (subset (Age, subset = Sex == "Male"))

> vek 7Z <- na.omit (subset (Age, subset = Sex == "Female"))

> summary (vyska M); sd(vyska M)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
154.9 172.8 180.0 178.8 185.0 200.0
[1] 8.380252
> summary (vyska Z7); sd(vyska Z)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

150.0 162.6 166.8 165.7 170.0 180.3
[1] 6.151777
> summary (vek M); sd(vek M)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
16.75 17.92 18.88 20.33 20.29 70.42
[1] 6.069863
> summary (vek 7); sd(vek Z)
Min. 1lst Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
16.92 17.50 18.42 20.41 19.98 73.00
[1] 6.906053

Ako sa dalo ¢akat’, priemerna vyska muzov je véacSia ako u zien. Taktiez nie je
b

prekvapenim vysSia smerodajnd odchylka. Porovnavanie dvoch smerodajnych odchylok
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navzajom je idedlne vtedy, ak obe premenné meraju rovnaki veliCinu a maji rovnaky

priemer. Preto vhodnym doplnkom tejto analyzy je vypocet variacného koeficientu.

> mean (vyska M) /sd(vyska M)
[1] 21.33898
> mean (vyska Z)/sd(vyska Z)
[1] 26.93314

Kym smerodajna odchylka vysky muzov bola vyssia ako u zien, variacny koeficient je
vyS$$i U zien. Kto mé teda vySSiu variabilitu zavisi od vyznamu analyzy. Odchylka 1 ¢cm od
aritmetického priemeru 178.8 cm je pomerovo (alebo percentudlne) mensia ako odchylka 1
cm od aritmetického priemeru 165.7 cm. Cize variabilita je vi¢§ia u muzov, ale relativne
k priemernej vyske je vacsia u zien. Ak by sme §ili Saty roznej vel’kosti, tak ma pre nas zrejme
vacsi vyznam sledovat’ smerodajnu odchylku.

Priklad 5.12

Za ucelom zopakovania vztahov na vypocet aritmetického, geometrického
a harmonického priemeru uvedieme ich manualny vypocet v programe R. Aritmeticky
priemer oznafime xbar, geometricky geom a harmonicky harm. Len pripomenieme, Ze
funkciou length () ziskame pocet pozorovani, funkciou sum () ziskame stcet vsetkych

prvkov a funkciou prod () ziskame ich saéin.

> x <- ¢(7, 5, 21, 15, 47, 34, 9, 42, 19, 68, 83)
> xbar <- sum(x)/length(x); xbar

[1] 31.81818

> geom <- prod(x)”(1l/length(x)); geom

[1] 22.40497

> harm <- 1/mean(l/x); harm

[1] 15.23256

Priklad 5.13

Funkcia na vypocet aritmetického priemeru mean () patri medzi zakladné a nie je
nutné inStalovat’ Ziadnu kniZnicu. Geometricky a harmonicky priemer sice nepatria medzi
zékladné funkcie, ale su sucastou viacerych kniznic. My budeme pouzivat’ kniznicu psych,
V ktorej na vypocet geometrického priemeru sluzi funkcia geometric.mean () ana

vypocet harmonického priemeru sluzi funkcia harmonic.mean ().

> library (psych)
> x <- c¢c(2, 15, 28, 7, 43, 31, 19, 84, 13, 76, 37)
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> xbar <- sum(x)/length(x); xbar
[1] 32.27273

> mean (x)

[1] 32.27273

> geom <- prod(x)”(1l/length(x)); geom
[1] 21.5152

> geometric.mean (x)

[1] 21.5152

> harm <- 1/mean(l/x); harm

[1] 11.19711

> harmonic.mean (x)

[1] 11.19711

Mozeme vidiet, ze vysledky st rovnaké bez ohl'adu na pouzity postup. Taktiez plati,
Ze aritmeticky priemer je vacsi ako geometricky, a ten je vacsi ako harmonicky (1> uc > up).
Priklad 5.14

BeZnou chybou pri vypocte priemernych hodnot z pomerovych ukazovatelov, ktoré
maju v Citateli cenu, je pouzitie aritmetického priemeru. Ked'Ze tento ukazovatel’ ma v Citateli
cenu akcie av menovateli zisk pripadajuci na jednu akciu, tak pri pouziti aritmetického
priemeru ddvame vac¢siu vahu vys$im hodnotdm tohto ukazovatel'a. Harmonicky priemer sa

tak javi ako lepSia vol'ba, pretoze kazdy udaj bude mat’ rovnakl véhu.

> library (psych)

> PE <- c(12, 16, 25, 8, 68, 27, 19, 31, 24)
> harmonic.mean (PE)

[1] 18.39992

> mean (PE)

[1] 25.55556

Pre porovnanie uvadzame aj aritmeticky priemer, ktory ako vieme, bude vyssi ako
harmonicky.
Priklad 5.15
Pri vypocte priemernej vynosnosti z percentualnych zmien je vhodné pouZit
geometricky priemer. Zo sposobu vypoctu geometrického priemeru je vSak zrejmé, ze zo
zapornych hodnédt geometricky priemer nevypocitame®. Co viak mézeme spravit' je, Ze
uvedené percentudlne zmeny transformujeme na koeficienty zmeny (pripoc€itanim ¢isla 1 ku

kazdej zloZke vektora percentualnych zmien).

#* Taktiez nulové hodnoty predstavuju problém pri vypodte geometrického priemeru. V tomto pripade sa
odportca dané hodnoty nahradit’ (napr. ¢islom 1) alebo vylucit’ z vypoctu.
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> library (psych)

> percento <- c¢(0.12, -0.1l6, -0.25, -0.34, 0.08, 0.17, 0.27, -
0.19, 0.31, 0.24, -0.4, 0.21)

> vynos <- percento + 1

> percento
[1] 0.12 -0.16 -0.25 -0.34 0.08 0.17 0.27 -0.19 0.31 0.24
-0.40 0.21

> vynos
[1] 1.12 0.84 0.75 0.66 1.08 1.17 1.27 0.81 1.31 1.24 0.60 1.21

> geometric.mean (vynos)

[1] 0.972305

> mean (vynos)

[1] 1.005

V tomto priklade je pouzitie spradvneho priemeru do zna¢nej miery vyznamné, ked’ze
uplne meni konec¢nu interpretaciu. Pri geometrickom priemere je vysledok zéporny
(priemerna ro¢na vynosnost’ je priblizne —2.77 %) a pri aritmetickom je vysledok kladny
(priemerna ro¢na vynosnost je +0.5 %). Percentudlnu vynosnost dostaneme, ak naspit’

odpocitame od vypocitanych priemernych hodnoét ¢islo 1 a prendsobime 100:

> (geometric.mean (vynos) - 1)*100
[1] - 2.769496

> (mean (vynos) - 1)*100

[1] 0.5

Ukazali sme, akym spdsobom je mozné vypoclitat geometricky priemer aj zo
zapornych hodndt. Je vSak doleZité uviest’, ze priemer z takejto transformacie nie je rovnaky,
ako priemer bez transformacie. UvaZzujme ten isty priklad avSak so vSetkymi kladnymi

hodnotami:

> percento <- c¢(0.12, 0.16, 0.25, 0.34, 0.08, 0.17, 0.27, 0.19,
0.31, 0.24, 0.4, 0.21)

> vynos <- percento + 1; vynos
[1] 1.12 1.16 1.25 1.34 1.08 1.17 1.27 1.19 1.31 1.24 1.40 1.21

> geometric.mean (percento)

[1] 0.2094204

> geometric.mean (vynos) - 1

[1] 0.2251468

Mozeme vidiet, Ze ,,priemerny vynos“ (v skutofnosti nejde o priemerny vynos)
pocitany z percent je rovny 20.94 % a priemerny vynos z koeficientov rastu je rovny 22.51 %.

Priklad 5.16
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Vypocet deskriptivnej Statistiky pre zjednodusenie zrealizujeme pomocou funkcie

summary (). Samozrejme, zaujimat nas budd len vypocitané hodnoty pre ukazovatel

D/HDP. Ked’Ze zo zadania prikladu vyplyva, Ze porovnat médme priemerné hodnoty, budeme

si vSimat najmd tie. Pre lepSi obraz o zadlzenosti tychto krajin st vSak zaujimavé aj

minimélne a maximalne hodnoty dosahované v ramci sledovaného obdobia. Napriklad pri

Grécku mozeme vidiet, Ze minimalna hodnota ukazovatela D/HDP od 4. kvartalu roku 2000

bola 97.2 % (tidaje D/HDP st uvadzané priamo v percentach). Podl'a tzv. Paktu stability

arastu (v angl. Stability and Growth Pact) je pre ¢lenské krajiny EU stanovena hranica

verejného dlhu v pomere k HDP na 60 %. Grécko tuto hranicu evidentne v ramci sledovaného

obdobia ani raz nedodrzalo. Rovnakd situdcia je v pripade Talianska, ktoré v ramci

sledovaného obdobia malo minimalny pomer dlhu kK HDP na urovni 103.6 %.

> data <- read.csv(file = "...cesta k stboru...\\debt gdp.csv",
sep <= ";", dec = ".", header = T)

> summary (data)
Portugal Ireland Italy
Min. :48.20 Min. :24.60 Min. :103.6
1st Qu.:55.08 1st Qu.:29.10 1st Qu.:106.5
Median :61.70 Median :32.35 Median :108.7
Mean :60.85 Mean :37.99 Mean :109.3
3rd Qu.:63.60 3rd Qu.:36.05 3rd Qu.:110.7
Max. :84.20 Max. :90.50 Max. :119.6
Greece Great.Britain Spain
Min. : 97.2 Min. :36.70 Min. :35.30
1st Qu.:101.4 1st Qu.:38.85 1st Qu.:40.83
Median :104.5 Median :41.90 Median :47.55
Mean :108.0 Mean :45.43 Mean :47.35
3rd Qu.:108.3 3rd Qu.:44.52 3rd Qu.:53.45
Max . :140.1 Max . :75.10 Max . :59.30

Jednoduchym sposobom vieme tiez vypocitat, ako sa menili priemerné hodnoty

ukazovatel'a D/HDP pred rokom 2008 a od roku 2008.

> Portugal <- c(mean (data$bPortugal[l:29]),
mean (data$Portugal [30:40]))
> Ireland <- c(mean(data$Ireland[1:29]),
mean (data$Portugal [30:40]))
> Ttaly <- c(mean(data$Italy[1:29]), mean(data$Italy[30:40]))
> Greece <- c (mean(data$Greece[1:29]), mean (dataS$SGreece[30:407]))
> Great.Britain <- c(mean (data$Great.Britain[1:29]),
mean (data$SGreat.Britain[30:407))
> Spain <- c(mean(data$Spain[1:29]), mean(data$Spain[30:40]))
> rbind (Portugal, Ireland, Italy, Greece, Great.Britain, Spain)
[,1] [,2]
Portugal 56.88276 71.30000
Ireland 30.60690 71.30000
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Italy 108.08966 112.67273
Greece 102.78276 121.60909
Great.Britain 40.16552 59.30909
Spain 47.72069 46.36364

Mozeme vidiet, ze vo vSetkych krajinadch doslo k narastu v priemernych hodnotach
pomerového ukazovatela D/HDP. Okrem Spanielska, kde doslo k miernemu poklesu
priemernych hodnot pomeru dlhu k HDP.

V d’alSom kroku by sme sa mali pokusit’ o vizualizaciu tychto dat tak, aby boli z grafu
na prvy pohlad odlisitel'né hodnoty ,,pred krizou* (pred rokom 2008) a ,,pocas krizy* (od
roku 2008). Na vyber mame samozrejme viacero moznosti, ako napriklad skombinovat’ dva
typy grafov (Ciarovy a bodovy), farebne rozliSit pozadované hodnoty, pripadne pouzit

vertikalne ¢iary na oddelenie danych hodnot. Na ukazku zvolime kombindciu vSetkych tychto

moznosti.
> data <- read.csv(file = "...cesta k suboru...\\debt gdp.csv",
sep = ";", dec = ".", header = T)

> par (mfrow = c(3,2))

> plot(x = data$time[1:29], vy = dataSPortugal[l:29], type = "1",
ylab = "D/HDP", main = "Portugal", xlab = "c¢as", col = "blue",
lwd=2, xaxt = "n", xlim = c (1, max(dataStime)), ylim =

c (min (data$Portugal), max(data$Portugal)))

> points(x = data$time[30:40], y = data$Portugal[30:40], col =
"red", pch = 19)

> axis(side = 1, at = dataStime, labels = data$obs)

> abline(v = 29.5, 1lty=3, lwd=2)

> plot(x = datas$time([1:29], y = data$Ireland[1:29], type = "1",
ylab = "D/HDP", main = "Ireland", xlab = "as", col = "blue",
lwd=2, xaxt = "n", xlim = c (1, max(dataStime)), ylim =

c (min (dataS$Ireland), max(data$Ireland)))

> points(x = data$time([30:40], y = data$Ireland[30:40], col =
"red", pch = 19)

> axis(side = 1, at = dataStime, labels = data$obs)

> abline(v = 29.5, 1lty=3, lwd=2)

> plot(x = data$time[1:29], y = dataS$Italy[l1:29], type = "1",
ylab = "D/HDP", main = "Italy", xlab = "c¢as", col = "blue",
lwd=2, xaxt = "n", xlim = c (1, max(dataStime)), ylim =

c(min(data$Italy), max(data$Italy)))

> points(x = data$time[30:40], y = data$Italy[30:40], col =
"red", pch = 19)

> axis(side = 1, at = data$Stime, labels = data$obs)

> abline(v = 29.5, 1lty=3, lwd=2)

> plot(x = data$time[1:29], y = data$Greece[l:29], type = "1",
ylab = "D/HDP", main = "Greece", xlab = "as", col = "blue",
lwd=2, xaxt = "n", xlim = c (1, max(dataStime)), ylim =

c (min (data$Greece), max (dataSGreece)))
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> points(x = data$time[30:40], y = data$Greece[30:40], col =
"red", pch = 19)

> axis(side = 1, at = data$time, labels = dataS$obs)

> abline(v = 29.5, 1lty=3, lwd=2)

> plot(x = datas$time[1:29], y = dataS$Great.Britain[l1:29], type =
"1", ylab = "D/HDP", main = "Great Britain", xlab = "cas", col
= "blue", lwd=2, xaxt = "n", xlim = c(1l, max(data$time)), ylim
= c(min (data$Great.Britain), max(data$Great.Britain)))

> points(x = data$time[30:40], y = data$Great.Britain[30:407,
col = "red", pch = 19)

> axis(side = 1, at = dataStime, labels = data$obs)

> abline(v = 29.5, 1lty=3, lwd=2)

> plot(x = dataS$time[1:29], y = data$Spain[l:29], type = "1",
ylab = "D/HDP", main = "Spain", xlab = "cas", col = "blue",
lwd=2, xaxt = "n", xlim = c (1, max(dataStime)), ylim =

c (min (data$Spain), max(data$Spain)))

> points(x = data$time[30:40], y = data$Spain[30:40], col =
"red", pch = 19)

> axis(side = 1, at = dataStime, labels = data$obs)

> abline(v = 29.5, 1lty=3, 1lwd=2)
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Obrazok 5.4: Vyvoj verejného dlhu k HDP krajin PIIGGS pred krizou a pocas krizy

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

Pri tychto datach je zaujimavé tiez sledovat’ zmenu v trende. V tejto publikacii Sme sa

linearnej regresii nevenovali. AvSak k vizualizacii linedrnych trendov nie je nutné

podrobnejsie poznat’ teoériu, ktora sa skryva za tvorbou (linearnych) regresnych modelov. Ak

by sme vypocitali jednoduchu linearnu regresiu, mohli by sme vidiet, ze koeficient pri

c¢asovom trende sa do zna¢nej miery zmenil. Inymi slovami, rast verejného dlhu v pomere

k HDP sa od roku 2008 vyrazne zvysil. Linearnu regresiu v tvare D/HDP; = fy + fit + &y

vypocitame pomocou funkcie 1m ()

bodového grafu (presnejsie tzv. vyrovnané hodnoty, v angl. fitted values).

pre kazdu krajinu vo vzorke a trend nanesieme do

> data <- read.csv(file = "...cesta k suboru...\\debt gdp.csv",
sep = ";", dec = ".", header = T)
> library (zoo)
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> plot(x = data$time[1:40], y = data$Portugal[l:40],
main = "Portugal", col = "black", pch = 19, xaxt =
"D/HDP", xlab = "¢as", xlim = c(l, max(dataStime)), ylim =
c (min (data$Portugal), max (data$Portugal)))

> axis(side = 1, at = dataStime, labels = data$obs)

> trend 1 <- Im(dataS$Portugal[l:29] ~ dataS$time[1l:29])Sfitted

> trend 2 <- lm(dataSPortugal[30:40] ~ dataStime([30:40])$fitted

> line trend 1 <- zoo(trend 1,dataStime[1:29])

> line trend 2 <- zoo(trend 2,dataStime[30:40])

> lines(line_ trend 1,type="1",col=2,1lty=2,1lwd=2)

> lines(line trend 2,type="1",col=2,1lty=2,1lwd=2)

> plot(x = dataS$time[1:40], y = data$Ireland[1:40], type = "p",
main = "Ireland", col = "black", pch = 19, xaxt = "n", ylab =
"D/HDP", xlab = "cas", xlim = c (1, max(data$time)), ylim =
c (min (dataS$Ireland), max(data$Ireland)))

> axis(side = 1, at = dataStime, labels = data$obs)

> trend 1 <- Im(data$Ireland[1:29] ~ datasStime[1:29])Sfitted

> trend 2 <- Im(data$Ireland[30:40] ~ dataStime[30:40])Sfitted

> line trend 1 <- zoo(trend 1,dataStime[1:29])

> line trend 2 <- zoo(trend 2,dataStime[30:40])

> lines(line trend 1,type="1",col=2,1lty=2,1lwd=2)

> lines(line trend 2,type="1",col=2,1lty=2,1wd=2)

> plot(x = dataS$time[1:40], y = data$Italy[1:40], type = "p",
main = "Italy", col = "black", pch = 19, xaxt = "n", ylab =
"D/HDP", xlab = "cCas", xlim = c (1, max(data$time)), ylim =
c(min(data$Italy), max(data$Italy)))

> axis(side = 1, at = dataStime, labels = data$obs)

> trend 1 <- Im(data$Italy[1:29] ~ dataS$time[1:29])Sfitted

> trend 2 <- Im(data$Italy[30:40] ~ dataStime[30:40])Sfitted
> line trend 1 <- zoo(trend 1,dataStime[1:29])

> line trend 2 <- zoo(trend 2,dataStime[30:40])

> lines(line trend 1,type="1",col=2,1lty=2,1lwd=2)

> lines(line trend 2,type="1",col=2,1lty=2,1lwd=2)

> plot(x = data$time[1:40], y = data$Greece[l:40], type = "p",
main = "Greece", col = "black", pch = 19, xaxt = "n", ylab =
"D/HDP", xlab = "cCas", xlim = c (1, max(data$time)), ylim =
c (min (data$SGreece), max(data$Greece)))

> axis(side = 1, at = dataStime, labels = data$obs)

> trend 1 <- Im(data$Greece[1:29] ~ dataStime[1:29])S$fitted

> trend 2 <- Im(data$Greece[30:40] ~ datastime[30:40])sfitted

> line trend 1 <- zoo(trend 1,dataStime[1:29])

> line trend 2 <- zoo(trend 2,dataStime[30:40])

> lines(line trend 1,type="1",col=2,1lty=2,1lwd=2)

> lines(line trend 2,type="1",col=2,1lty=2,1lwd=2)

> plot(x = data$time[1:40], y = dataS$SGreat.Britain[1:40], type =
"p", main = "Great Britain", col = "black", pch = 19, xaxt =
"n", ylab = "D/HDP", xlab = "¢as", xlim = c(1,
max (data$time)), ylim = c(min(data$Great.Britain),
max (data$Great.Britain)))
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> axis(side = 1, at = data$time, labels = data$obs)
> trend 1 <- Im(data$Great.Britain[1:29] ~
datas$time[1:29]) $fitted
> trend 2 <- Im(data$Great.Britain[30:40] ~
datas$time[30:40])Sfitted
line trend 1 <- zoo(trend 1,dataStime[1:29])
line trend 2 <- zoo(trend 2,dataStime[30:40])
lines (line trend 1, type="1",col=2,1ty=2,1lwd=2)
lines (line trend 2, type="1",col=2,1ty=2,1lwd=2)
> plot(x = data$time[1:40], y = data$Spain[l1:40], type = "p"
main = "Spain", col = "black", pch = 19, xaxt = "n", ylab
"D/HDP", xlab = "¢as", xlim = c(l, max(dataStime)), ylim =
c(min (data$Spain), max(data$Spain)))
axis(side = 1, at = data$time, labels = data$obs)
trend 1 <- Im(data$Spain[l:29] ~ dataStime([1:29])s$fitted
trend 2 <- Ilm(data$Spain[30:40] ~ dataStime[30:40])Sfitted
line trend 1 <- zoo(trend 1,dataStime[1:29])
line trend 2 <- zoo(trend 2,dataStime[30:40])
lines (line trend 1,type="1",col=2,1ty=2,1lwd=2)
lines(line trend 2, type="1",col=2,1lty=2,1lwd=2)

=

V V.V YV VYVYV

Z takto vytvorenych grafov je potom na prvy pohlad zrejmé, ze od roku 2008 naozaj
dochadzalo k zvySeniu ukazovatelov D/HDP. Ked si uvedomime, ze pocas hospodarskej
krizy je bezné, ze sa zvySuje zadlzenost’ krajiny (zvySuju sa vydavky na stabilizaciu, podporu
rastu ekonomiky) a zarovein HDP danej krajiny klesa, tak je Giplne zrejmé, Ze takto postaveny
ukazovatel' bude vyrazne rast. Na jeho zvySeni sa sucasne podiela tak rast Citatel'a ako aj

pokles menovatela.
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Obrazok 5.5: Vyvoj verejného dlhu k HDP v krajinach PIIGGS

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

Pre zaujimavost’ sa m6Zeme pozriet’, ako sa menil koeficient pri linedrnom trende pred

rokom 2008 apo fiom. Najmarkantnej$ia zmena je pozorovatelna v pripade Irska, kde sa

negativny trend (zniZovanie zadlZenosti krajiny) stal vyrazne kladnym od roku 2008.

> rm(list=1s{())

> data = read.csv(file = "...cesta k suUboru...\\debt gdp.csv",
sep = ";", dec = ".", header = T)

Portugal 1 <- lm(data$Portugal[l:29] ~ dataS$time[1:29])
Portugal 2 <- lm(data$Portugal([30:40] ~ data$time([30:401])
Ireland 1 <- Im(data$Ireland[1:29] ~ dataS$time[1:29])
Ireland 2 <- Im(data$Ireland[30:40] ~ dataStime[30:40])
Italy 1 <- Im(data$Italy([1:29] ~ dataS$time[1:29])

Italy 2 <- Im(data$Italy([30:40] ~ dataS$time[30:40])
Greece 1 <- Im(data$Greece[1:29] ~ dataS$time[1:29])
Greece 2 <- lm(data$Greece[30:40] ~ dataStime[30:40])

V VVVVYVVYV
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> Great.Britain 1 <- Im(data$Great.Britain[1:29] ~
datas$time[1:29])

> Great.Britain 2 <- lm(data$Great.Britain([30:40] ~
datas$time[30:40])

> Spain 1 <- Im(data$Spain[l1:29] ~ dataS$time([1:29])

> Spain 2 <- Im(data$Spain[30:40] ~ dataStime[30:40])

> cat ("Portugal", "\t", Portugal 1Scoeff[[2]], "\t",
Portugal 2Scoeff[[2]], "\n", "Ireland", "\t",
Ireland 1Scoeff[[2]], "\t", Ireland 2Scoeff[[2]], "\n",
"Italy", "\t", Italy 1Scoeff[[2]], "\t", Italy 2Scoeff[[2]],
"\n", "Greece", "\t", Greece 1lScoeff[[2]], "\t",
Greece 2S%coeff[[2]], "\n", "Great.Britain", "\t",
Great.Britain 1$Scoeff[[2]], "\t", Great.Britain 2Scoeff[[2]],
"\n", "Spain", "\t", Spain 1Scoeff[[2]], "\t",
Spain 2Scoeff([[2]], "\n")

Portugal 0.5935468 2.306364
Ireland -0.3981773 6.15

Ttaly -0.1259606 1.672727
Greece 0.2241379 3.599091
Great.Britain 0.2473892 3.526364
Spain -0.7912808 2.580909

Priklad 5.17

Najprv si z danej databazy oddelime vysku muzov azien s vyuzitim funkcie

subset (). KedZe niektoré pozorovania chybaji, pouzijeme funkciu na.omit (). PO

odstraneni chybajiacich udajov mame k dispozicii 106 pozorovani pre muzov a 102

pozorovani pre Zeny (uvedené vieme zistit' pomocou funkcie length () ). MdZeme vidiet’, Ze

priemery su pre tieto dve skupiny odlisné (178.8 cm u muzZov a 165.7 cm u Zien).

> library (MASS)
> data <- attach (survey)

> vyska M <- na.omit (subset (Height, subset = Sex == "Male"));
mean (vyska M)

[1] 178.8260

> length (vyska M)

[1] 106

> vyska 7Z <- na.omit (subset (Height, subset = Sex == "Female"));
mean (vyska 7Z)

[1] 165.6867

> length (vyska 7)

[1] 102

Dalej pristapime k zostrojeniu box — plotov. Pokratujeme v uvedenom kode

nasledujucimi prikazmi (musime mat’ zadefinované premenné vyska Mavyska Z7):
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> par (mfrow = c (1, 2))

> boxplot (vyska M, ylab = "vyska v cm", main = "vy3ka muzov",
col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis = 1.3, cex.lab = 1.5)

> abline(h = mean(vyska M), 1lwd = 2, lty = 2, col = "red")

> boxplot (vyska Z, ylab = "vyska v cm", main = "vy8ka Zien", col
= gray(0.8), pch = 19, cex.axis = 1.3, cex.lab = 1.5)

> abline(h = mean(vyska Z), lwd = 2, lty = 2, col = "red")
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Obrazok 5.6: Box — ploty vysky muzov a zien z databazy survey (rozdielne mierky)

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

Z uvedenych box — plotov by sme mohli prijat’ tvrdenie, Ze v rdmci danej univerzity st
muzi vyss$i ako zeny. Kedze st vSak y-ové osi v oboch grafoch rozdielne, toto tvrdenie
nemusi byt na prvy pohlad také zrejmé. Z toho dovodu by bolo vhodné, keby boli grafy
prispdsobené na jednotni mierku. Najvyhodnejsie je zadefinovat’ minimum a maximum, aby

sme si mohli byt isti, Ze vSetky hodnoty sa v grafe box — plot zobrazia.

par (mfrow = c(1, 2))
minimum <- min (na.omit (data$Height))
maximum <- max (na.omit (data$Height))
boxplot (vyska M, ylab = "vys$ka v cm", main = "vySka muzZov",
col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis = 1.3, cex.lab = 1.5, ylim
= c(minimum, maximum) )
> abline(h = mean(vyska M), 1lwd = 2, lty = 2, col = "red")
> boxplot (vyska Z, ylab = "vyska v cm", main = "vy$ka Zien", col
= gray(0.8), pch = 19, cex.axis = 1.3, cex.lab = 1.5, ylim =
c (minimum, maximum))
> abline(h = mean(vyska Z), 1lwd = 2, 1lty = 2, col = "red")

vV V V V
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Obrazok 5.7: Box — ploty vysky muzov a zien z databazy survey (rovnaké mierky)

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

Z takto zostavenych grafov uz je viditeI'nejSie, Ze muzi na danej univerzite su vyssi
ako Zeny. Dolny kvartil vysky muZzov je vyS8i, ako horny kvartil vysky Zien, co
Vv predchadzajiicom spdsobe zobrazenie box — plotov nebolo na prvy pohlad zrejmé. Prave
porovnanie kvartilov dvoch suborov (v podstate ,,krabic*) je neraz silnym indikatorom toho,
ze rozdiely v dvoch suboroch nie st ndhodné, ale pomerne vyznamné.

Priklad 5.18

Deskriptivnu Statistiku vypocitame pre zjednodusenie pomocou funkcie summary ().
Z uzatvaracich cien vSak toho vel'a zistit' nevieme. Nie je totiZz také zaujimavé, pri akych
cendch sa indexy obchoduju. PodstatnejSie si zmeny v tychto cendch. Pre tieto Ucely sa

namiesto rozdielov ¢asto pouzivaju spojité vynosy.

> library(datasets)
> ceny <- data.frame (EuStockMarkets)
> summary (ceny)

DAX SMI CAC FTSE
Min. :1402 Min. :1587 Min. 1611 Min. 12281
1st Qu.:1744 I1st Qu.:2166 1st Qu.:1875 1st Qu.:2843
Median :2141 Median :2796 Median :1992 Median :3247

Mean : 2531 Mean : 3376 Mean 12228 Mean :3566
3rd Qu.:2722 3rd Qu.:3812 3rd Qu.:2274 3rd Qu.:3994
Max. :6186 Max. : 8412 Max. :4388 Max. :6179
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Zo spojitych vynosov uz vieme zistit’ viac. Mozeme vidiet’, ze najvacsi denny pokles
zaznamenal nemecky DAX (—0.096). Najvicsi denny narast zaznamenal francuzsky CAC
(0.06). Zaujimat’ by nas mohla tiez variabilita vynosov (v podobe smerodajnej odchylky),
ktori si vieme dopocitat pomocou funkcie sd (). Najvyssiu variabilitu vykazuji indexy

DAX a CAC. Variabilita vynosov je urcitym indikatorom neistoty investorov na trhu.

> library(datasets)

> attach (data.frame (EuStockMarkets))

> rCAC <- diff (log(CAC))

> rDAX <- diff (log(DAX))

> rFTSE <- diff (log(FTSE))

> rSMI <- diff (log(SMI))

> vynosy <- data.frame (rCAC, rDAX, rFTSE, rSMI)
> summary (vynosy)

rCAC rDAX rFTSE
Min. :=0.0757532 Min. :=0.0962770 Min. :—4.140e-02
Ist Qu.:-0.0060632 1st Qu.:-0.0046854 Ist Qu.:-4.319e-03
Median : 0.0000000 Median : 0.0004726 Median : 8.021e-05

Mean 0.0004371 Mean 0.0006520 Mean 4.320e-04

3rd Qu.: 0.0070965 3rd Qu.: 0.0063553 3rd Qu.: 5.254e-03

Max. : 0.0609773 Max. : 0.0507601 Max. : 5.440e-02
rSMI

Min. :-0.0838250

Ist Qu.:-0.0038034
Median : 0.0008858
Mean 0.0008179
3rd Qu.: 0.0060738

: 0.0496798

S
]

sd (rDAX)
] 0.01030084
sd (rFTSE)

] 0.007957728
sd (rSMI)

] 0.009250036

Pre lepSiu predstavu je vzdy vhodné pozriet sa na vyvoj skiimanych premennych
v grafe. Vedla uzatvaracich cien moézeme priamo nacrtnut’ spojité vynosy a na prvy pohl'ad je

potom zrejmé, do akej miery st tieto dve skupiny ¢asovych radov rozdielne.

> library(datasets)

> attach (data.frame (EuStockMarkets))
rCAC <- diff (log(CAC))

rDAX <- diff (log (DAX))

rFTSE <- diff (log(FTSE))

rSMI <- diff (log(SMI))
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> par (mfrow = c (4, 2))

> plot (CAC, type = "1", ylab = "uzatvaracie ceny", main = "CAC -
uzatvaracie ceny", xlab = "pozorovania", col = "darkgreen",
lwd=2)

> plot (rCAC, type = "1", ylab = "vynosy", main = "CAC - spojité
vynosy", xlab = "pozorovania", col = "darkblue", lwd = 1)

> plot (DAX, type = "1", ylab = "uzatvaracie ceny", main = "DAX -
uzatvaracie ceny", xlab = "pozorovania", col = "darkgreen",
1lwd=2)

> plot (rDAX, type = "1", ylab = "vynosy", main = "DAX - spojité
vynosy", xlab = "pozorovania", col = "darkblue", lwd = 1)

> plot (FTSE, type = "1", ylab = "uzatvaracie ceny", main = "FTSE
- uzatvaracie ceny", xlab = "pozorovania", col = "darkgreen",
lwd = 2)

> plot (rFTSE, type = "1", ylab = "vynosy", main = "FTSE -
spojité vynosy", xlab = "pozorovania", col = "darkblue", 1lwd =
1)

> plot (SMI, type = "1", ylab = "uzatvaracie ceny", main = "SMI -
uzatvaracie ceny", xlab = "pozorovania", col = "darkgreen",
lwd = 2)

> plot (rSMI, type = "1", ylab = "vynosy", main = "SMI - spojité
vynosy", xlab = "pozorovania", col = "darkblue", lwd = 1)
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Obrazok 5.8: Uzatvaracie ceny a spojité vynosy skimanych indexov

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

Na zaver eSte zostrojime box — ploty pre spojité vynosy danych indexov. Podla
zadania mame priemern hodnotu naniest’ do tychto grafov a rozhodnut’, ktory index dosahuje
najvyss$i priemerny denny vynos. Ked'Ze rozdiely st minimélne (ako sme mohli vidiet
z deskriptivnej Statistiky) a priemery vsetkych indexov su blizke nule, tak ziskat’ z grafickej

podoby taktito informéciu zrejme nebude mozné.

> data <- data.frame (rCAC, rDAX, rFTSE, rSMI)

> par (mfrow = c(1, 4))

> minimum <- min (sapply(data, min))

> maximum <- max (sapply(data, max))

> boxplot (rCAC, ylab = "vynosy", main = "CAC", col = gray(0.8),
pch = 19, cex.axis = 1.3, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum,
maximum) )

> abline (h = mean(rCAC), 1lwd = 2, 1lty = 2, col = "red")
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> boxplot (rDAX, ylab = "vynosy", main = "DAX", col = gray(0.8),

pch = 19, cex.axis = 1.3, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum,
maximum) )

> abline (h = mean(rDAX), 1lwd = 2, lty = 2, col = "red")

> boxplot (rFTSE, ylab = "vynosy", main = "FTSE", col =

gray(0.8), pch = 19, cex.axis = 1.3, cex.lab = 1.5, ylim =
c (minimum, maximum) )

> abline (h = mean(rFTSE), lwd = 2, lty = 2, col = "red")

> boxplot (rSMI, ylab = "vynosy", main = "SMI", col = gray(0.8),
pch = 19, cex.axis = 1.3, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum,
maximum) )

> abline (h = mean(rsSMI), lwd = 2, lty = 2, col = "red")
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Obrazok 5.9: Box — ploty spojitych vynosov skimanych indexov
Zdroj: viastné spracovanie v programe R
Mozeme vidiet, Ze spojité vynosy kazdého z indexov vykazuji viacero extrémnych
hodnét. Na prvy pohl'ad vieme identifikovat’, ktory index dosahuje minimalny denny vynos
z danej vzorky (DAX), rovnako taktiez ktory maximalny (CAC). Vyjadrit’ sa k otazke, ktory
index dosahuje v priemere najvyssi vynos vsak z tychto box — plotov nie je vel'mi mozné.

Priklad 5.19
Pri zistovani rozdielov medzi jednotlivymi krajmi na zdklade grafickej vizualizacie
dat vyuzijeme box — ploty. Najprv sa pozrieme na realne mzdy a cez funkciu subset ()

vytvorime z okresov 8 premennych podla prislusnosti k danému kraju (premenna kraj).
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> data <- read.csv(file = "...cesta k sﬁboru...\\sk_data.csv",
sep = ";", dec = ".", header = T)

> attach (data)

> BA <- subset(real mzda, subset = kraj == 1)

> TT <- subset(real mzda, subset = kraj == 2)

> TN <- subset(real mzda, subset = kraj == 3)

> NR <- subset(real mzda, subset = kraj == 4)

> ZA <- subset(real mzda, subset = kraj == 5)

> BB <- subset(real mzda, subset = kraj == 6)

> PO <- subset(real mzda, subset = kraj == 7)

> KE <- subset(real mzda, subset = kraj == 8)
Nasledne mozeme pristupit k vytvoreniu box — plotov obdobne, ako

v predchadzajucich prikladoch, t.j. zadefinovanim maximalnej/minimalnej hodnoty redlnej
mzdy a nastavenim rovnakej mierky v grafoch. Takymto sposobom by pripadné rozdiely

medzi krajmi mali byt viditelné na prvy pohlad. Ak by sme zostrojili vSetky boxploty

,zV1ast™, vysledny obrazok by sa pri tak velkom pocte boxplotov stal malo prehl'adnym.

> par (mfrow = c(1, 8))

> minimum <- min(real mzda)

> maximum <- max(real mzda)

> boxplot (BA, xlab = "BA", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum) )

> abline(h = mean(real mzda), lwd =1, lty = 1, col = "red")

> boxplot (TT, xlab = "TT", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum) )

> abline(h = mean(real mzda), lwd =1, lty = 1, col = "red")

> boxplot (TN, xlab = "TN", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum) )

> abline(h = mean(real mzda), lwd =1, lty = 1, col = "red")

> boxplot (NR, xlab = "NR", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum))

> abline(h = mean(real mzda), lwd =1, lty = 1, col = "red")

> boxplot (ZA, xlab = "ZA", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum))

> abline(h = mean(real mzda), lwd =1, lty = 1, col = "red")

> boxplot (BB, xlab = "BB", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum) )

> abline(h = mean(real mzda), lwd =1, lty = 1, col = "red")

> boxplot (PO, xlab = "PO", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum) )

> abline(h = mean(real mzda), lwd =1, lty = 1, col = "red")

> boxplot (KE, xlab = "KE", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum))

> abline(h = mean(real mzda), lwd =1, lty = 1, col = "red")
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Obrazok 5.10: Box — ploty realnych miezd v krajoch SR (1 sposob)

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

Prehladnejsi a zaroven rychlejSie vytvoreny je obrazok, ktory spaja vSetky box — ploty

do jedného stiradnicového systému.

> boxplot (real mzda ~ kraj, col gray(0.8), pch = 19, cex.axis
=1, cex.lab = 1.5, xaxt = "n
> axis(l, at = c(1:8), labels =

"BB", "PO", "KE") )

")
C("BA", "TT", "TN", "NR", "ZA",

> abline(h = mean(real mzda), lwd =1, lty = 1, col = "red")
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Obrazok 5.11: Box — ploty realnych miezd v krajoch SR (2. spdsob)

Zdroj: viastné spracovanie v programe R

Z uvedenych grafov je zrejmé, Ze realna mzda Vv Bratislavskom kraji je vysSia ako

v ostatnych krajoch SR. Okrem Trnavského kraja, medidn redlnej mzdy je vo vsetkych
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v

redlne mzdy sa dosahuji v okresoch PreSovského kraja. Mozeme teda konStatovat’, ze len

z grafickej podoby dat o redlnych mzdach v jednotlivych krajoch v SR je mozné pozorovat

znacné rozdiely. Pri vizualizacii druhej premennej (nezamestnanost’ v okresoch SR) budeme

postupovat’ rovnakym sposobom.

>

vV VVVVYVVYV

data <- read.csv(file =

sep = ";", dec = ".", header = T)
attach (data)

BA <- subset (nezamestnanost, subset
TT <- subset (nezamestnanost, subset
TN <- subset (nezamestnanost, subset
NR <- subset (nezamestnanost, subset
ZA <- subset (nezamestnanost, subset
BB <- subset (nezamestnanost, subset
PO <- subset (nezamestnanost, subset
KE <- subset (nezamestnanost, subset

"...cesta k suboru

...\\sk data.csv",
kraj == 1)
kraj == 2)
kraj == 3)
kraj == 4)
kraj 5)
kraj == 6)
kraj == 17)
kraj == 8)

Najprv sme si opit’ rozdelili idaje za jednotlivé

okresy podl'a premennej kraj, teda

podl’a prislusnosti okresu ku kraju v SR. Nasledne mdzeme pristupit’ k vizualizacii dat formou

box — plotov (prehl'adnej$iu formu nechavame na Citatel'a).

par (mfrow = c(1, 8))

minimum <- min (nezamestnanost)

maximum <- max (nezamestnanost)

boxplot (BA, xlab = "BA", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum) )

abline (h = mean (nezamestnanost), lwd = 1, 1lty = 1, col =
"red")

boxplot (TT, xlab = "TT", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum) )

abline (h = mean (nezamestnanost), lwd = 1, 1lty = 1, col =
"red")

boxplot (TN, xlab = "TN", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum))

abline (h = mean (nezamestnanost), lwd = 1, 1lty = 1, col =
"red")

boxplot (NR, xlab = "NR", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum))

abline (h = mean (nezamestnanost), lwd = 1, 1lty = 1, col =
"red")

boxplot (ZA, xlab = "ZA", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum) )

abline (h = mean (nezamestnanost), lwd = 1, lty = 1, col =
"red")

boxplot (BB, xlab = "BB", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum))

abline (h = mean (nezamestnanost), lwd = 1, 1lty = 1, col =
"red")
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> boxplot (PO, xlab = "PO", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum))

> abline (h = mean(nezamestnanost), lwd = 1, 1lty = 1, col =
"red")

> boxplot (KE, xlab = "KE", col = gray(0.8), pch = 19, cex.axis =
1, cex.lab = 1.5, ylim = c(minimum, maximum))

> abline (h = mean(nezamestnanost), lwd = 1, 1lty = 1, col =
"red")
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Obrazok 5.12: Box — ploty nezamestnanosti v krajoch SR
Zdroj: viastné spracovanie v programe R

vve

v okresoch Banskobystrického kraja. Najvyssiu variabilitu v nezamestnanosti po okresoch
vykazuje tiez Banskobystricky kraj. Evidentne aj pri tejto premennej existuju medzi krajmi v
SR znaéné rozdiely. Priemernd nezamestnanost’ (vyznafena v grafoch Cervenou cCiarou) je
,»tahana® smerom hore okresmi z vychodného Slovenska a z Banskobystrického kraja. Ak by
sme chceli ziskat' lepSiu predstavu o skiimanej premennej, moZeme sa tieZ pozriet na

deskriptivnu Statistiku, ako priklad uvadzame opisné charakteristiky pre nezamestnanost’.

> library (Rcmdr)
> numSummary (nezamestnanost, groups = kraj)

mean sd 0% 25% 50% 75% 100% n
1 4.783750 1.467378 3.18 3.745 4.29 5.7725 7.46 8
2 8.282857 2.041566 6.15 6.635 7.87 9.8400 11.01 7
3 9.335556 2.337018 6.72 7.510 8.76 12.0500 12.49 9
4 11.758571 2.962518 7.52 10.210 11.00 13.5150 16.34 7
5 11.817273 1.962922 8.41 11.105 11.47 13.3000 14.87 11
6 19.650769 6.995498 8.95 16.160 19.95 23.2000 33.64 13
7 18.513077 4.220670 10.65 16.600 18.80 19.4300 26.18 13
8 16.293636 6.892237 7.82 8.930 17.21 20.8050 26.82 11
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